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Prefácio

Neste livro estudaremos a teoria das bases de Gröbner no anel de polinômios em várias
variáveis sobre um corpo k, o qual denotamos por k[x1, . . . , xn] ou simplesmente k[x], e no
módulo livre k[x1, . . . , xn]

m. Veremos também como aplicar essa teoria para determinar a
dimensão de um ideal em k[x1, . . . , xn] e calcular o módulo Siźıgia e uma resolução livre de um
submódulo M em k[x1, . . . , xn]

m. Também, usaremos a teoria para demonstrar o Teorema
Siźıgia de Hilbert, e após isto estenderemos para módulos graduados, usando ainda a teoria
das bases de Gröbner.
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Introdução

Quando estudamos Estruturas Algébricas vemos que o anel de polinômios com uma
variável sobre um corpo k, o qual denominamos por k[x], é um domı́nio euclidiano e um
domı́nio de ideais principais (DIP). Ou seja, se um ideal I ⊂ k[x] possui um conjunto com t
geradores, {f1, . . . , ft}, então podemos calcular, usando o algoritmo de divisão, um polinômio
p = MDC(f1, . . . , ft) tal que I = < f1, . . . , ft >=< p >. Assim para saber se dado f ∈ k[x]
pertence também ao ideal I basta dividir o polinômio f pelo polinômio p, se o resto dessa
divisão for zero, f ∈ I, se for diferente de zero, f /∈ I.

Mas ao passarmos para o estudo do anel de polinômios em várias variáveis sobre um corpo
k, o qual denominados por k[x1, . . . , xn] = k[x], as coisas não são tão simples. Diferentemente
do que vemos em k[x], onde ordenamos os termos de acordo com seu grau, em k[x] não é
bem assim. Por exemplo, em k[x, y], como decidir quem é maior, x4 ou y4? Então, antes
de pensarmos em um algoritmo de divisão, precisamos saber como ordenar os monômios em
k[x].

Outro problema que também é encontrado ao trabalharmos no anel k[x] é o fato do mesmo
não ser DIP. Ou seja, se I ⊂ k[x] é um ideal tal que I é gerado por s polinômios, {f1, . . . , fs},
não podemos afirmar que exista um polinômio p tal que p = MDC(f1, . . . , fs) para assim
podermos ter I = < f1, . . . , fs >=< p >. Assim, para saber se dado f ∈ k[x] também
pertence ao ideal I ⊂ k[x] precisamos dividir f pelo conjunto gerador {f1, . . . , fs}, mas ao
realizarmos essa divisão notamos que o resto não é único, independentemente de como se
realize a divisão.

Buscando um conjunto de geradores para o ideal I ⊂ k[x], de modo que ao dividirmos
dado f ∈ k[x] por esse conjunto obtenhamos a unicidade do resto, surge a teoria da base
de Gröbner, introduzida em 1965 por Bruno Buchberger. Onde teremos um conjunto de
geradores, G = {g1, . . . , gs}, para I, de modo que f pertence a I se, e somente se, ao dividir
f por G, o resto é zero.

O mesmo problema visto em k[x], também é encontrado no módulo livre sobre k[x]. Isto
é, dado um conjunto qualquer de geradores para um submódulo M ⊂ k[x]m, não teremos a
unicidade do resto ao dividir um elemento p ∈ k[x]m por qualquer conjunto gerador de M .
Assim a teoria da base de Gröbner pôde também ser estendida para o módulo livre k[x]m, de
modo a termos um conjunto de geradores para qualquer submódulo M , H = {h1, . . . , hr},
onde ao dividir dado f ∈ M por H, o resto sempre será zero.

A teoria possui aplicações nos mais diversos campos, aqui estaremos preocupados em
suas aplicações na Álgebra Comutativa. Usaremos dela para calcular a dimensão de um
ideal I ⊂ k[x] e como ferramenta para encontrar o Módulo Siźıgia e uma Resolução Livre de
qualquer submódulo M ⊂ k[x]m. E por fim a teoria será usada para demonstrar o Teorema
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Siźıgia de Hilbert.
No primeiro caṕıtulo estudaremos ordens monomiais em k[x] e estenderemos o algoritmo

de divisão visto em k[x] para k[x]. Após isso estudaremos ideais monomiais e as Bases de
Gröbner com suas propriedades para k[x]. Já no segundo caṕıtulo, estenderemos a teoria da
base de Gröbner para submódulos M ⊂ k[x]m, definindo uma ordem monomial em k[x]m, um
algoritmo de divisão e as bases de Gröbner para qualquer submódulo M ⊂ k[x]m. E por fim,
no terceiro caṕıtulo, veremos as aplicações mencionadas, onde na última seção, estendemos
as Resoluções Livres e o Teorema Siźıgia de Hilbert para módulos graduados.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Ao longo deste caṕıtulo veremos como estabelecer uma ordem monomial no anel de po-
linômios em n variáveis sobre um corpo k, k[x], e a partir dai, determinar um algoritmo de
divisão e definir uma base de Gröbner para um ideal em k[x].

Antes disto relembremos que uma relação ℜ sobre um conjunto S é uma relação de
ordem se

i. Para todo x ∈ S temos xℜx (ℜ reflexiva);

ii. Para todo x, y ∈ S, se xℜy e yℜx, então x = y (ℜ é antissimétrica);

iii. Para todo x, y, z ∈ S, se xℜy e yℜz então xℜz (ℜ é transitiva).

Alguns exemplos de relação são ≤ e ≥ sobre N,Z,Q e R e | sobre N.
Lembremos também que uma relação de ordem ℜ sobre um conjunto S é dita relação

de ordem total se para qualquer x, y ∈ S, tivermos xℜy ou yℜx.
Denotaremos R o anel k[x] e por xα o monômio xα1

1 xα2
2 · · · xαn

n em k[x], onde α =
(α1, . . . , αn) ∈ Zn

+.

1.1 Ordens Monomiais e Divisão em R

Sabemos que no anel de polinômios com uma variável sobre um corpo k, k[x], temos a
divisão Euclidiana. Para estender esse algoritmo em R precisamos primeiramente considerar
uma maneira de ordenar os monômios nele contidos.

Definição 1.1.1. Uma Ordem Monomial em R é uma relação > no conjunto de monômios
xα em R (ou equivalentemente nos expoentes α ∈ Zn

+) satisfazendo:

i. > é uma relação de ordem total;

ii. > é compat́ıvel com a multiplicação em R, ou seja, se xα > xβ e xλ é qualquer monômio,
então xαxλ > xβxλ;

iii. > é bem-ordenada, ou seja, toda coleção não vazia de monômios tem um elemento
mı́nimo em >.
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Lema 1.1.2. Uma relação de ordem > sobre Zn
+ é bem-ordenada se, e somente se, toda

sequência estritamente decrescente em Zn
+

α1 > α2 > α3 > . . .

é finita.

Demonstração. Mostraremos que existe uma sequência infinita estritamente decrescente em
Zn

+ se, e somente se, > não é bem-ordenada em Zn
+. Suponhamos primeiramente que >

não é bem-ordenada em Zn
+, então algum subconjunto não vazio S ⊂ Zn

+ não tem elemento
minimal. Considere α1 ∈ S, como α1 não é elemento minimal de S, temos que existe α2 ∈ S
tal que α1 > α2. Continuando esse processo, construiremos a sequência

α1 > α2 > α3 > . . . ,

ou seja, uma sequência infinita estritamente decrescente.
Reciprocamente, suponhamos que S = {α1, α2, α3, . . .} ⊂ Zn

+ seja o conjunto formado
pelos elementos da sequência infinita estritamente decrescente. Então S não tem um elemento
mı́nimo, logo > não é bem-ordenada.

Temos assim que se > é uma ordem monomial, então os monômios que aparecem em um
polinômio p ∈ R podem ser ordenados de forma crescente ou decrescente (por a) e em um
processo de divisão (mais detalhes na Proposição 1.1.11), o mesmo possui um número finito
de etapas (por c).

Temos abaixo algumas ordens monomiais usuais.

Definição 1.1.3 (Ordem Lexicográfica). Sejam xα e xβ monômios em R. Dizemos que
xα >lex xβ se na diferença α− β ∈ Zn a primeira entrada diferente de zero da esquerda para
a direita é positiva.

Definição 1.1.4 (Ordem Lexicográfica Reversa). Sejam xα e xβ monômios em R. Di-
zemos que xα >revlex xβ se na diferença α− β ∈ Zn a primeira entrada diferente de zero da
direita para a esquerda é positiva.

Definição 1.1.5 (Ordem Lexicográfica Graduada). Sejam xα e xβ monômios em R.

Dizemos que xα >grlex xβ se
n∑

i=1

αi >

n∑
i=1

βi ou se
n∑

i=1

αi =
n∑

i=1

βi e xα >lex xβ.

Definição 1.1.6 (Ordem Lexicográfica Graduada Reversa). Sejam xα e xβ monômios

em R. Dizemos que xα >grevlex xβ se
n∑

i=1

αi >
n∑

i=1

βi ou se
n∑

i=1

αi =
n∑

i=1

βi e xα >revlex xβ.

Notemos que a ordem lexicográfica é análoga a ordem usada para ordenar as palavras no
dicionário.

Exemplo 1.1.7. Sejam x3y2z, x2y6z12 e x2y2z2 monômios em R, com x > y > z, logo:

2



• x3y2z >lex x2y6z12 >lex x2y2z2 pois nas diferenças dos vetores expoentes,

(3, 2, 1)− (2, 6, 12) = (1,−4,−11)

e

(2, 6, 12)− (2, 2, 2) = (0, 4, 10),

as primeiras coordenadas da esquerda para a direita são positivas;

• x2y6z12 >revlex x2y2z2 >revlex x3y2z pois nas diferenças dos vetores expoentes

(2, 6, 12)− (2, 2, 2) = (0, 4, 10)

e

(2, 2, 2)− (3, 2, 1) = (−1, 0, 1),

as primeiras coordenadas da direita para a esquerda são positivas;

• x2y6z12 >grlex x3y2z >grlex x2y2z2 pois na soma dos expoentes temos 20 > 6 e na
segunda relação temos

3 + 2 + 1 = 2 + 2 + 2 e x3y2z >lex x2y2z2;

• x2y6z12 >grevlex x2y2z2 >grevlex x3y2z pois na soma dos expoentes temos 20 > 6 e na
segunda relação temos

2 + 2 + 2 = 3 + 2 + 1 e x2y2z2 >revlex x3y2z.

Definição 1.1.8. Seja f =
∑

aαx
α um polinômio não nulo em R e > uma ordenação

monomial.

i. O multigrau de f é

MG(f) := max{α ∈ Zn
+; aα ̸= 0},

onde o máximo é escolhido com respeito a >;

ii. O coeficiente ĺıder de f é

CL(f) := aMG(f) ∈ k ;

iii. O monômio ĺıder de f é

ML(f) := xMG(f);

iv. O termo ĺıder de f é

TL(f) := CL(f).ML(f).

Definimos CL(0) = ML(0) = TL(0) = 0.
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Exemplo 1.1.9. Consideremos f = 4x2yz3 + 2x2y3z − 5x3y + x3z ∈ Q[x, y, z], com as
variáveis ordenadas usualmente (x > y > z). Usando a ordem lexicográfica temos que
MG(f) = (3, 1, 0), CL(F ) = −5, ML(f) = x3y e TL(f) = −5x3y. Agora usando a ordem
lexicográfica reversa temos MG(f) = (3, 0, 1), CL(F ) = 1, ML(f) = x3z e TL(f) = x3z.
Na ordem lexicográfica graduada temos que MG(f) = (2, 2, 1), CL(F ) = 2, ML(f) = x2y3z
e TL(f) = 2x3y2. E na ordem lexicográfica graduada reversa temos MG(f) = (2, 1, 3),
CL(f) = 4, ML(f) = x2yz3 e TL(f) = 4x2yz3.

Consideraremos que o anel de polinômios R estará sempre munido de uma ordenação das
variáveis e de uma ordem monomial fixada.

Lema 1.1.10. Sejam f, g ∈ R polinômios não-nulos.

a. MG(f.g) = MG(f) +MG(g);

b. Se f + g ̸= 0, então MG(f + g) ≤ max{MG(f),MG(g)}. Além disso, se MG(f) ̸=
MG(g), então

MG(f + g) = max{MG(f),MG(g)},

e, se MG(f) = MG(g) com TL(f) = −TL(g), então

MG(f + g) < max{MG(f),MG(g)}.

Demonstração.

a. Podemos supor que f =
n∑

i=1

aix
αi e g =

m∑
j=1

bjx
βj , onde MG(f) = α1 e MG(g) = β1.

Assim

f.g =
n∑

i=1

aix
αi .

m∑
j=1

bjx
βj =

n∑
i=1

m∑
j=1

aibjx
αi+βj

=
n∑

i=1

aib1x
αi+β1 +

n∑
i=1

m∑
j=2

aibjx
αi+βj

= a1b1x
α1+β1 +

n∑
i=2

aib2x
αi+β2 +

n∑
i=1

m∑
j=2

aibjx
αi+βj .

Como α1 + β1 ≥ αi + βj para todo 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m e a1b1 ̸= 0 (pois k é corpo),
então

MG(f.g) = α1 + β1 = MG(f) +MG(g).

b. Se f e g são polinômios tais que f+g ̸= 0, então oMG(f+g) está definido. Suponhamos
a prinćıpio que MG(f) ̸= MG(g). Neste caso, é fácil ver que

MG(f + g) = max{MG(f),MG(g)}.

Entretanto, se MG(f) = MG(g) temos que analisar duas possibilidades:
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1. TL(f) = −TL(g).

Neste caso, os termos ĺıderes se anulam e, por isso,

MG(f + g) < MG(f) = MG(g),

ou seja,
MG(f + g) < max{MG(f),MG(g)}.

2. TL(f) ̸= −TL(g).

Neste caso, os termos ĺıderes não se anula e, por isso,

MG(f + g) = MG(f) = MG(g).

Por fim, apresentaremos um algoŕıtmo para a divisão em R.

Proposição 1.1.11. Seja F = {f1, . . . , fs} um conjunto de polinômios não nulos em R.
Então todo f ∈ R pode ser escrito da forma

f = a1f1 + . . .+ asfs + r,

onde ai ∈ R e r = 0 ou r é uma combinação linear de monômios com coeficientes em k, de
modo que nenhum deles é diviśıvel por algum termo ĺıder de f1, . . . , fs. Chamaremos r de
resto de f numa divisão por F . Além disso,

ML(f) = max{max{ML(ai)ML(fi)},ML(r)},

i ∈ {i, . . . , s}.

Demonstração. Podemos ter as seguintes situações:

(A1) existe TL(fi) que divide TL(f);

(B1) não existe TL(fi) que divida TL(f),

onde i = {1, . . . , s}. Caso ocorra (A1) para mais de um fi, seja fi1 qualquer um deles.
Definamos

p1 =




f − TL(f)

TL(fi1)
fi1 , caso ocorra (A1)

f − TL(f), caso ocorra (B1)
.

Em todo caso, podemos escrever

f = ai1fi1 + p1 + r1,

onde ai1 =
TL(f)

TL(fi1)
e r1 = 0, caso ocorra (A1), ou ai1 = 0 e r1 = TL(f), caso ocorra (B1).

Notemos que r1 é uma combinação linear de monômios tais que nenhum deles é diviśıvel por
algum termo ĺıder de f1, . . . , fs.

Se TL(fi) não divide nenhum termo de p1, para qualquer i ∈ {1, . . . , s}, ou p1 = 0,
então a proposição fica provada, basta fazer r = p1 + r1. Caso contrário, temos as seguintes
situações:

5



(A2) existe TL(fi) que divide TL(p1);

(B2) não existe TL(fi) que divida TL(p1).

Tomemos fi2 do mesmo modo que fi1 e definamos

p2 =





p1 −
TL(p1)

TL(fi2)
fi2 caso ocorra (A2)

p1 − TL(p1) caso ocorra (B2)
.

Em todo caso podemos escrever

f = ai1fi1 + ai2fi2 + p2 + r1 + r2,

onde ai2 =
TL(p1)

TL(fi2)
e r2 = 0, caso ocorra (A2), ou ai2 = 0 e r2 = TL(p1), caso ocorra (B2).

Além disso, r1 + r2 tem a mesma propriedade do r1 descrita acima.
Se TL(fi) não divide nenhum termo de p2, para qualquer i ∈ {1, . . . , s}, ou p2 = 0, então

a proposição está provada, bastando fazer r = p2 + r1 + r2. Caso contrário, de maneira
análoga constrúımos um p3 e assim sucessivamente. Observemos que se pj = 0 para algum
j ∈ Z+ implica na proposição provada. Suponhamos então que esse processo não terminasse.
Teŕıamos assim uma sequência de p′js tais que pj ̸= 0 para todo j, aplicando o Lema 1.1.10
e pela forma que os p′js são definidos, temos

MG(pj) > MG(pj+1).

Obtendo assim uma sequência infinita estritamente decrescente em Zn
+,

MG(p1) > MG(p2) > . . . ,

o que implica que > não é bem-ordenada, pelo Lema 1.1.2. Gerando um absurdo, visto que
a ordem monomial > é bem-ordenada. Logo, devemos chegar a uma certa etapa l em que
pl = 0 e consequentemente, o processo de construção dos pj deve encerrar nessa etapa e
teremos f = a1f1 + . . .+ asfs + r, onde r = r1 + . . .+ rs.

Para a segunda parte, observemos que se A1 ocorrer, então ML(f) = ML(ai1)ML(fi1),
e caso A1 não ocorrer, temos ML(f) = ML(r).

Denotaremos por f̄F o resto da divisão de f por F .

Exemplo 1.1.12. Sejam f = xy2 − x e I ⊂ C[x, y] o ideal gerado por {xy + 1, y2 − 1}.
Considerando a ordem monomial lexicográfica e dividindo f por f1 = xy + 1 e f2 = y2 − 1,
temos duas possibilidades:

f = y(xy + 1) + 0(y2 − 1) + (−x− y)

e
f = 0(xy + 1) + x(y2 − 1) + 0.

O exemplo acima esclarece que o resto pode não ser único. Já que, um ideal não nulo
admite mais de um conjunto de geradores. Uma pergunta natural seria saber se existe um
conjunto de geradores do ideal de tal forma que tivéssemos a unicidade do resto. Tal pergunta
será respondida na Proposição 1.3.3.
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1.2 Ideais Monomiais

Os ideais que apresentaremos nesta seção desempenham um papel fundamental para en-
contrarmos um conjunto de geradores G para um ideal I ⊂ R, de tal forma que ao dividirmos
dado f ∈ R por G, obtermos a unicidade do resto.

Definição 1.2.1. Um ideal I ⊂ R é dito um ideal monomial quando admite um conjunto
de monômios que geram I.

Ou seja, existe um subconjunto A ⊂ Zn
+ de modo que I consiste de todos os polinômios que

são somas finitas da forma
∑
α∈A

hαx
α, onde hα ∈ R, α ∈ A. Escrevemos I =< xα;α ∈ A >.

Lema 1.2.2. Seja I =< xα;α ∈ A > um ideal monomial. Um monômio xβ ∈ I se, e
somente se, xβ é diviśıvel por xα, para algum α ∈ A ⊂ Zn

+.

Demonstração. Suponhamos que xβ é múltiplo de xα, então, pela definição de ideal, xβ ∈ I.

Reciprocamente, seja xβ ∈ I, assim xβ =
s∑

i=1

hix
αi , onde hi ∈ R e αi ∈ A. Distribuindo

os produtos, agrupando os termos semelhantes e eliminando os termos nulos, temos

xβ =
t∑

j=1

aγjx
γj ,

onde aγj ∈ k e xγj é diviśıvel por algum xαi . Como o lado esquerdo da igualdade é um
monômio, então o lado direito também é, assim t = 1 e aγ1 = 1, ou seja,

xβ = xγ1 .

Visto que algum xαi divide xγ1 , segue que xαi divide xβ.

Proposição 1.2.3. Seja I um ideal monomial e seja f ∈ R. São equivalentes:

a. f ∈ I;

b. Todo termo de f pertence a I;

c. f é uma combinação linear de monômios em I.

Demonstração. Notemos que as implicações c ⇒ b ⇒ a são triviais, assim, basta mostrar
que a ⇒ c.

Por hipótese, I é um ideal monomial. Suponhamos que f ∈ I =< xα;α ∈ A ⊂ Zn
+ >,

logo

f =
s∑

i=1

hix
αi ,

onde hi ∈ R e αi ∈ A. Efetuando os produtos, agruparmos os termos semelhantes e elimi-
nando os termos nulos, temos

f =
t∑

j=1

aγjx
γj ,
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onde aγj ∈ k e cada termo do lado direito da igualdade é diviśıvel por algum xαi . Assim,
pelo Lema 1.2.2, cada parcela de f pertence a I, portanto f é uma combinação linear de
monômios de I.

Uma consequência da Proposição acima é

Corolário 1.2.4. Dois ideais monomiais são iguais se, e somente se, contêm os mesmos
monômios.

Antes de seguimos com o próximo resultado, iremos lembrar do seguinte conceito: um
anel A (comutativo) é dito Noetheriano quando todo ideal I ⊂ A é finitamente gerado.
Sabemos que todo corpo é Noetheriano, assim o Teorema da Base de Hilbert ( mais detalhes,
veja em [1], caṕıtulo 7) nos garante que R é um anel Noetheriano.

Lema 1.2.5 (Lema de Dickson). Um ideal monomial I =< xα;α ∈ A >⊂ R pode ser escrito
da forma

I =< xα1 , . . . ,xαs >,

onde α1, . . . , αs ∈ A ⊂ Zn
+.

Demonstração. Sabemos que R é um anel Noetheriano, logo I é finitamente gerado. Seja
então I =< g1, . . . , gt >, onde gi ∈ R, i ∈ {1, . . . , t}. Como gi ∈ I =< xα;α ∈ A >, então

gi =

li∑
j=1

aijx
βij , com aij ∈ R, ou seja, podemos tomar

I =< xβ11 , . . . ,x
β1l1 , . . . ,xβt1 , . . . ,x

βtlt > .

Visto que I ⊂< xβ11 , . . . ,x
β1l1 , . . . ,xβt1 , . . . ,x

βtlt > e que dado

f ∈< xβ11 , . . . ,x
β1l1 , . . . ,xβt1 , . . . ,x

βtlt >,

temos pela pela Proposição 1.2.3 que f ∈ I, ou seja,

< xβ11 , . . . ,x
β1l1 , . . . ,xβt1 , . . . ,x

βtlt >⊂ I.

Pelo Lema 1.2.2 temos que cada xβij é diviśıvel por algum xα, com α ∈ A. Enumerando
os α′s de 1 até s, segue que I =< xα1 , . . . ,xαs >.

Definição 1.2.6. Seja I ⊂ R um ideal.

i. Denotamos por TL(I) o conjunto formado pelos termos ĺıderes de I, isto é,

TL(I) = {cxα; ∃ f ∈ I com TL(f) = cxα};

ii. Denotamos por < TL(I) > o ideal gerado pelos elementos de TL(I).

Notemos que no caso de I ser o ideal nulo, temos TL(I) = {0}.

Proposição 1.2.7. Seja I ⊂ R um ideal.
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a. < TL(I) > é um ideal monomial;

b. Existem g1, . . . , gs ∈ I tais que < TL(I) >=< TL(g1), . . . , TL(gs) >.

Demonstração. Notemos que se I é o ideal nulo então a e b são triviais. Assim, seja I um
ideal não nulo.

a. Os monômios ĺıderes de elementos f ∈ I − {0} geram o ideal monomial

< ML(f) : f ∈ I − {0} > .

Note que TL(f) e ML(f) se diferem apenas por uma constante não-nula, logo

< ML(f) : f ∈ I − {0} >=< TL(f) : f ∈ I − {0} >=< TL(I) >,

ou seja, < TL(I) > é um ideal monomial.

b. Observemos que < TL(I) > é gerado por monômios ML(g), com g ∈ I − {0}. Assim,
pelo Lema de Dickson, temos

< TL(I) >=< ML(g1), . . . ,ML(gs) >,

onde gi ∈ I, i ∈ {i, . . . , s} Como ML(gi) e TL(gi) se diferem apenas por uma constante
não-nula, conclúımos que

< TL(I) >=< TL(g1), . . . , TL(gs) > .

1.3 Base de Gröbner

Para resolvermos o problema de determinar se um elemento f ∈ R pertence a um ideal
I ⊂ R, o resto ser zero, ao dividir f por um conjunto qualquer de geradores de I, usando
o algoritmo da divisão (Proposição 1.1.11), não é condição necessária. Contudo existe um
conjunto gerador de I de modo que r = 0 independente da ordem que se realize no algoritmo
da divisão. Ou seja, um conjunto gerador, onde não ocorra o que vimos no Exemplo 1.1.12.

Definição 1.3.1. Seja I ⊂ R um ideal não nulo. Uma base de Gröbner para I (com
respeito a ordem monomial fixada) é uma coleção finita de polinômios G = {g1, . . . , gs} ⊂ I
com a propriedade de que para todo f ∈ I, TL(f) é diviśıvel por TL(gi) para algum i ∈
{1, . . . , s}, ou seja,

< TL(g1), . . . , TL(gs) >=< TL(I) > .

Se I é o ideal nulo, então tomamos G = ∅ por convenção.

Lema 1.3.2. Todo ideal I ⊂ R tem uma base de Gröbner. Além disso, se G = {g1, . . . , gs}
é uma base de Gröbner para I, temos que I =< g1, . . . , gs >.
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Demonstração. Se I é o ideal nulo, temos que G = ∅. Seja então I um ideal não nulo,
notemos que por b da Proposição 1.2.7, existem g1, . . . , gs ∈ I tais que

< TL(I) >=< TL(g1), . . . , TL(gs) > .

Assim provamos a existência de uma base de Gröbner.
Agora vamos provar a segunda parte do Lema. Observemos primeiramente que

< g1, . . . , gs >⊂ I,

pois cada gi ∈ I. Reciprocamente, seja f ∈ I, então dividindo f por g1, . . . , gs chegaremos a
uma expressão do tipo

f = a1g1 + . . .+ asgs + r,

onde r = 0 ou r é uma combinação linear de monômios com coeficientes em k, de modo que
nenhum deles é diviśıvel por algum termo ĺıder de g1, . . . , gs. Reescrevendo a expressão acima
de modo conveniente, temos que

r = f − a1g1 − . . .− asgs.

Se r ̸= 0, então TL(r) ∈< TL(I) >=< TL(g1), . . . , TL(gs) >. Assim, pelo Lema 1.2.2 temos
que TL(r) é diviśıvel por algum TL(gi), o que é uma contradição. Logo r = 0 e assim

f = a1g1 + . . .+ asgs,

ou seja, f ∈< g1, . . . , gs >, então I ⊂< g1, . . . , gs >. Portanto I =< g1, . . . , gs >

A base de Gröbner possui a propriedade que nos permite identificar se dado elemento f
em R pertence ou não a um ideal I ⊂ R.

Proposição 1.3.3. Seja G = {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner para um ideal I ⊂ R e seja
f ∈ R. Então, existe um único r ∈ R tal que:

a. Nenhum termo de r é diviśıvel por algum TL(g1), . . . , TL(gs);

b. Existe g ∈ I tal que f = g + r.

Em particular, r é o resto da divisão de f por g, não importando como os elementos de G
estão ordenados quando usamos o algoŕıtmo da divisão.

Demonstração. Vamos mostrar a existência e a unicidade.

• Existência: Pelo algoritmo da divisão temos que

f = a1g1 + . . .+ asgs + r.

Assim r satisfaz a. Como gi ∈ I, então a1g1 + . . .+ asgs = g ∈ I, logo f = g+ r, o que
verifica b.
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• Unicidade: Suponhamos que existam g1, g2, r1, r2 tais que f = g1 + r1 = g2 + r2
satisfazendo a e b. Assim, r2 − r1 = g1 − g2 ∈ I. Se r1 ̸= r2, então

TL(r2 − r1) ∈< TL(I) >=< TL(g1), . . . , TL(gs) > .

Deste modo, pelo Lema 1.2.2, conclúımos que TL(r2−r1) é diviśıvel por algum TL(gi),
i ∈ {1, . . . , s}, o que é uma contradição, pois nenhum termo de r1 ou r2 é diviśıvel por
TL(gi). Assim, r1 − r2 = 0, ou seja, r1 = r2

Essa proposição nos garante que ao dividir f ∈ I por uma base de Gröbner o resto é
único. Mas os quocientes ai ∈ R produzidos na divisão, f = a1g1 + . . . + asgs, podem ser
diferentes.

Corolário 1.3.4. Seja G = {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner para o ideal I ⊂ R e seja
f ∈ R. Então f ∈ I se, e somente se, o resto da divisão de f por G é zero.

Demonstração. Seja r o resto da divisão de f por G. Se r = 0, então f = a1g1+. . .+asgs ∈ I.

Reciprocamente, se f ∈ I, então da igualdade f = f +0 e da Proposição 1.3.3, temos que
o resto da divisão de f por G é zero.

Definição 1.3.5. Sejam f, g ∈ R polinômios não nulos tais que

TL(f) = cxα e TL(g) = dxβ,

onde c, d ∈ k e α, β ∈ Zn
+. Seja xγ o mı́nimo múltiplo comum (MMC) de xα e xβ. O

S-Polinômio de f e g, denotado por S(f, g), é o polinômio

S(f, g) =
xγ

TL(f)
f − xγ

TL(g)
g.

Exemplo 1.3.6. Sejam f = x3y − 2x2y2 + x e g = 3x4 − y em Q[x, y]. Usando a ordem
monomial lexicográfica, temos que TL(f) = x3y e TL(g) = 3x4, logo o MMC(x3y, x4) = x4y
e assim

S(f, g) =
x4y

x3y
(x3y − 2x2y2 + x)− x4y

3x4
(3x4 − y)

= x(x3y − 2x2y2 + x)− y

3
(3x4 − y)

= x4y − 2x3y2 + x2 − x4y +
y2

3

= −2x3y2 + x2 +
y2

3
.

Notemos que o S-polinômio S(f, g) é constitúıdo de modo que haja cancelamento de
termos ĺıderes.
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Lema 1.3.7. Considere a soma
s∑

i=1

cifi, onde ci ∈ k e MG(fi) = δ ∈ Zn
+ para todo i =

1, . . . , s. Se

MG

(
s∑

i=1

cifi

)
< δ,

então
s∑

i=1

cifi é uma combinação linear com coeficientes em k dos S-polinômios S(fj, ft),

para 1 ≤ j, t ≤ s. Além disso, MG(S(fj, ft)) < δ.

Demonstração. Seja di = CL(fi), para todo i ∈ {1, . . . , s}, assim cidi é o coeficiente ĺıder de

cifi. Visto que MG(cifi) = δ, para ci ̸= 0, e que MG

(
s∑

i=1

cifi

)
< δ, então o coeficiente

relacionado a δ é zero, ou seja,
s∑

i=1

cidi = 0.

Consideremos pi =
fi
di

(observemos que CL(pi) = 1) e a soma

s∑
i=1

cifi =
s∑

i=1

cidipi

= c1d1(p1 − p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 − p3) + . . .+
(c1d1 + . . .+ cs−1ds−1)(ps−1 − ps) + (c1d1 + . . .+ csds)ps.

(1.1)

Por hipótese, TL(fi) = dix
δ. Logo, o MMC(ML(fi),ML(ft)) = xδ e portanto

S(fj, ft) =
xδ

TL(fj)
fj −

xδ

TL(ft)
ft

=
xδ

djxδ
fj −

xδ

dtxδ
ft

= pj − pt.

Usando esta equação e o fato de
s∑

i=1

cidi = 0, temos que a soma 1.1 se torna

s∑
i=1

cifi = c1d1S(f1, f2) + (c1d1 + c2d2)S(f2, f3) + . . .+ (c1d1 + . . .+ cs−1ds−1)S(fs−1, fs).

Para a segunda parte, como pj e pt têm multigrau δ e coeficiente ĺıder 1, então MG(pj −
pt) < δ. Visto que S(fj, ft) = pj − pt, então MG(S(fj, ft)) < δ.

Proposição 1.3.8 (Critério de Buchberger). Seja I =< g1, . . . , gs > um ideal de R. Então
G = {g1, . . . , gs} é uma base de Gröbner se, e somente se, para todo i ̸= j, o resto da divisão
de S(gi, gj) por G (listados em qualquer ordem) é zero.
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Demonstração. Suponhamos que G é uma base de Gröbner, então, como S(gi, gj) ∈ I, o
resto da divisão por G é zero, pelo Corolário 1.3.4.

Reciprocamente, suponha que o resto da divisão de cada S-polinômio por G seja zero.
Nosso objetivo será mostrar que dado f ∈ I − {0}, então TL(f) ∈< TL(g1), . . . , TL(gs) >.
Com efeito, como f ∈ I =< g1, . . . , gs >, existem polinômios hi ∈ R tais que

f =
s∑

i=1

higi. (1.2)

Pelo Lema 1.1.10, temos
MG(f) ≤ max{MG(higi)}. (1.3)

Perceba que se a igualdade não ocorrer em 1.3, então deve ocorrer cancelamento de termos
ĺıderes em 1.2, e pelo Lema 1.3.7 todo cancelamento de termos ĺıderes se dá por S–polinômios,
então poderemos reescrever isto em termos destes. A ideia será utilizarmos a hipótese de que
os S-polinômios possuem resto zero ao serem divididos por G, e isto nos permitirá substitui-
los por expressões que envolvam menos cancelamento, ou seja, vamos obter uma expressão
para f com menos cancelamentos dos termos ĺıderes. Continuando esse processo, obteremos
em alguma etapa uma expressão para f sem cancelamentos de termos ĺıderes, tal que

MG(f) = max{MG(higi)},

para algum i, ou seja, TL(f) é diviśıvel por TL(gi), dáı concluiremos a demonstração.
Seja αi = MG(higi) e defina δ = max{α1, . . . , αs}. Assim

MG(f) ≤ δ.

Considere agora todos os posśıveis modos de escrever f na forma f =
s∑

i=1

higi. Para cada

possibilidade, temos possivelmente um δ diferente. Porém, como toda ordem monomial é
uma boa ordenação, podemos escolher uma expressão para f tal que δ é mı́nimo. Devemos
mostrar que para este δ mı́nimo escolhido, o MG(f) = δ, pois assim, vale a igualdade de 1.3
e, consequentemente, TL(f) ∈< TL(g1), . . . , TL(gs) >.

Suponhamos por contradição que MG(f) < δ e escrevemos f convenientemente de modo
a isolar os termos de multigrau δ

f =
∑
αi=δ

higi +
∑
αi<δ

higi

=
∑
αi=δ

(TL(hi) + hi − TL(hi))gi +
∑
αi<δ

higi

=
∑
αi=δ

TL(hi)gi +
∑
αi=δ

(hi − TL(hi))gi +
∑
αi<δ

higi.

(1.4)

Note que todos os polinômios que aparecem na segunda e terceira soma da última igual-
dade têm MG < δ. Deste modo, a hipótese de que MG(f) < δ implica que a primeira soma
tem multigrau menor que δ, ou seja,

MG

(∑
αi=δ

TL(hi)gi

)
< δ.
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Seja TL(hi) = cix
βi . Então ∑

αi=δ

TL(hi)gi =
∑
αi=δ

cix
βigi

satisfaz as hipóteses do Lema 1.3.7 com fi = xβigi, e portanto este cancelamento pode ser
escrito como uma combinação linear de S-polinômios S(xαjgj,x

αkgk). Contudo,

S(xβjgj,x
βkgk) =

xδ

xβjTL(gj)
xβjgj −

xδ

xβkTL(gk)
xβkgk

=
xδ

TL(gj)
gj −

xδ

TL(gk)
gk

=
xδ−γjk+γjk

TL(gj)
gj −

xδ−γjk+γjk

TL(gk)
gk

= xδ−γjkS(gj, gk),

onde xγjk = MMC(ML(gj),ML(gk)). Logo, existem constantes cjk ∈ k tais que

∑
αi=δ

TL(hi)gi =
∑
jk

cjkx
δ−γjkS(gj, gk). (1.5)

O próximo passo é usar nossa hipótese de que o resto de S(gj, gk) na divisão por g1, . . . , gs
ser zero. Usando o algoritmo da divisão, isso significa que cada S-polinômio pode ser escrito
na forma

S(gj, gk) =
s∑

v=1

ajkvgv,

onde ajkv ∈ R.
Sabemos ainda, pelo algoritmo da divisão, que

MG(ajkvgv) ≤ MG(S(gj, gk)), (1.6)

para todo j, k de 1.5 e v ∈ {1, . . . , s}. Intuitivamente, isso mostra que quando o resto é zero,
podemos encontrar uma expressão para S(gj, gk) em termos de G onde nem todos os termos
ĺıderes se cancelam.

Para explorar isso, multipliquemos S(gj, gk) por x
δ−γjk para obter

xδ−γjkS(gj, gk) =
s∑

l=1

bjklgl, (1.7)

onde bjkl = xδ−γjkajkv . Então, novamente pelo Lema 1.3.7, temos

MG(bjklgl) ≤ MG(xδ−γjkS(gj, gk)) < δ.

Substituindo a expressão 1.7 em 1.5 obtemos

∑
αi=δ

TL(hi)gi =
∑
jk

cjkx
δ−γjkS(gj, gk) =

∑
jk

cjk

(∑
l

bjklgl

)
=

∑
i

h̄igi, (1.8)
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onde h̄i ∈ R, e conclúımos assim que MG(h̄igi) < δ, para todo i.
Finalmente, substituindo 1.8 em 1.4 obtemos uma expressão para f como combinação

dos polinômios g′is, onde todos têm multigrau menor que δ, o que contradiz a minimalidade
de δ. Portando MG(f) = max{MG(higi)} e assim TL(f) ∈< TL(g1), . . . , TL(gs) >.

O Critério de Buchberger, também é conhecido como Critério dos S-pares de Buchberger,
é um dos resultados mais importantes na teoria das Bases de Gröbner. Através dele temos
um método para identificar quando uma base é de Gröbner ou não.

Exemplo 1.3.9. Seja I =< −y + x2,−z + x3 >⊂ R um ideal. Vamos mostrar que G =
{−y+x2,−z+x3} é uma base de Gröbner considerando a ordem lexicográfica com y > z > x.
Considere f = −y + x2 e g = −z + x3. Notemos que TL(f) = −y e TL(g) = −z, assim

MMC(ML(f),ML(g)) = yz.

Logo, o S-polinômio S(f, g) é dado por

S(f, g) =
yz

(−y)
.(−y + x2)− (yz)

(−z)
.(−z + x3)

= yz − zx2 − yz + yx3

= yx3 − zx2.

Dividindo S(f, g) por f e g temos

yx3 − zx2 = −x3(−y + x2) + x2(−z + x3),

ou seja, o resto é zero. Logo pelo Critério de Buchberger, G é uma base de Gröbner para o
ideal I.

Até agora sabemos dizer se um conjunto de geradores é uma base de Gröbner ou não.
Mas cabe perguntar, como produzir uma base de Gröbner. Para isto, temos o Algoritmo de
Buchberger, que nos ajudará a encontrar uma base de Gröbner para um ideal de R.

A ideia central do Algoritmo de Buchberger é tentar expandir o conjunto original de
geradores, F0 = {f1, . . . , ft}, a uma base de Gröbner, adicionando os restos não nulos de
S(fi, fj), i ̸= j, na divisão por F , onde F é o conjunto de geradores em um determinado
momento do processo.

Observemos que o processo é finito, pois caso contrário, teŕıamos em cada etapa que

o resto de algum S(fi, fj) na divisão por F é diferente de zero, ou seja, S(fi, fj)
F

̸= 0, e

assim fazendo fs = S(fi, fj)
F
e o acrescentando a F , obteŕıamos um novo conjunto, F1, de

geradores. E consequentemente podeŕıamos obter um conjunto infinito de geradores para o
ideal I, contrariando o fato de R ser Noetheriano.

Exemplo 1.3.10. No exemplo 1.1.12 vimos que ao dividir f = xy2 − x por f1 = xy + 1 e
f2 = y2 − 1 o resto não era único, ou seja, {f1, f2} não é uma base de Gröbner. Notemos
então que, sendo S(f1, f2) = x + y e como nenhum monômio de S(f1, f2) é diviśıvel pelos

termos ĺıderes de f1 e f2, então S(f1, f2)
F
= x + y. Adicionando f3 = x + y a F , temos

assim S(f1, f2)
F
= 0, como gostaŕıamos.
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Agora também temos que calcular S(f1, f3) e S(f2, f3).

S(f1, f3) = −y2 + 1 = −f2
S(f2, f3) = −y3 − x = −yf2 − f3,

ou seja, S(f1, f3)
F
= 0 e S(f2, f3)

F
= 0. Portando F = {f1, f2, f3} é uma base de Gröbner.

Exemplo 1.3.11. Seja I o ideal gerado por F = {f1, f2}, onde f1 = x2y−1 e f2 = xy2−x, em
C[x, y]. Consideremos a ordem lexicográfica com x > y, logo MMC(TL(f1), TL(f2)) = x2y2

e assim

S(f1, f2) =
x2y2

x2y
(x2y − 1)− x2y2

xy2
(xy2 − x) = x2 − y.

Notemos que não podemos dividir S(f1, f2) pelor termos ĺıderes de f1 e f2, logo, S(f1, f2)
F
=

x2 − y. Porém ao adicionarmos f3 = x2 − y ao conjunto original de geradores F , temos

S(f1, f2)
F
= 0.

Calculando S(f1, f3) temos

S(f1, f3) =
x2y

x2y
(x2y − 1)− x2y

x2
(x2 − y) = y2 − 1,

que também não é diviśıvel por nenhum termo ĺıder de F = {f1, f2, f3}, logo S(f1, f3)
F
=

y2 − 1, então acrescentamos f4 = y2 − 1 à base de geradores de I, ou seja, a F , assim,

S(f1, f3)
F
= 0.

Notemos ainda que

S(f1, f4) = x2 − y = f3;
S(f2, f3) = −x2 + y3 = −f3 + yf4;
S(f2, f4) = −x+ x = 0;
S(f3, f4) = x2 − y3 = f3 − yf4.

Ou seja, S(f1, f4)
F
= S(f2, f3)

F
= S(f2, f4)

F
= S(f3, f4)

F
= 0, e assim, F = {f1, f2, f3, f4}

é uma base de Gröbner para o ideal I.

Notemos que em geral as bases de Gröbner constrúıdas usando o algoŕıtmo de Buchberger
são maiores que o necessário, para resolver isso, temos

Proposição 1.3.12. Seja G uma base de Gröbner do ideal I ⊂ R e p ∈ G um polinômio tal
que TL(p) ∈< TL(G− {p}) >. Então G− {p} também é uma base de Gröbner para I.

Demonstração. Já sabemos que < TL(G) >=< TL(I) >. Suponhamos que

TL(p) ∈< TL(G− {p}) >,

então < TL(G− {p}) >=< TL(G) >. Logo, por definição, G− {p} também é uma base de
Gröbner para I.

Definição 1.3.13. Uma Base de Gröbner Minimal para um ideal I ⊂ R é uma base de
Gröbner G de I tal que:
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i. CL(p) = 1, para todo p ∈ G;

ii. Para todo p ∈ G temos que TL(p) não pertence a < TL(G− {p}) >.

Exemplo 1.3.14. No Exemplo 1.3.11 vimos que f1 = x2y − 1, f2 = xy2 − x, f3 = x2 − y e
f4 = y2 − 1. Notemos que TL(f1) = x2y = yTL(f3), então pela Proposição 1.3.12, podemos
retirar f1. Do mesmo modo TL(f2) = xy2 = xTL(f4) e assim podemos também retirar f2.
Logo {f3, f4} formam uma base de Gröbner minimal de I.

Observemos que na base de Gröbner minimal, pode existir algum p ∈ G tal que TL(p) /∈<
TL(G − {p}) >, mas algum monômio de p (diferente de TL(p)) pode estar em < TL(G −
{p}) >.

Definição 1.3.15. Uma Base de Gröbner reduzida para um ideal I ⊂ R é uma base de
Gröbner G para I tal que:

i. CL(p) = 1, para todo p ∈ G;

ii. Para todo p ∈ G, nenhum monômio de p pertence a < TL(G− {p}) >.

Exemplo 1.3.16. Vimos no Exemplo 1.3.10 que F = {f1, f2, f3} é uma base de Gröbner
para o ideal I ⊂ C[x, y]. Observemos agora que xy + 1 = −(y2 − 1) + y(x + y), ou seja,
f1 ∈ I =< f2, f3 >⊂ C[x, y]. Logo, podemos tomar F = {f2, f3}, que satisfaz as duas
condições para uma base de Gröbner reduzida.

Observemos que um ideal pode ter mais de uma base de Gröbner. Se no Exemplo 1.3.9
tivéssemos considerado a ordem lexicográfica graduada com x > y > z, então o conjunto
{x2 − y, xy − z, xz − y2, y3 − z2} formaria uma base de Gröbner reduzida para I, e não o
conjunto {−y + x2,−z + x3}.
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Caṕıtulo 2

Base de Gröbner para Submódulos em
Rm

Neste caṕıtulo vamos expandir a teoria vista no caṕıtulo anterior para o R-módulo li-
vre Rm, ou seja, determinar um algoritmo de divisão e um conjunto gerador G para um
submódulo M ⊂ Rm, tal que, ao dividir dado elemento f ∈ M , o resto sempre será zero.
E assim podermos determinar se um elemento f ∈ Rm pertence ou não a um submódulo
M ⊂ Rm.

2.1 Ordens Monomiais e Divisão em Rm

Um monômio m em Rm é um elemento da forma xαei para algum i ∈ {1, . . . ,m}, onde
m contêm o vetor canônico ei. Todo elemento f ∈ Rm pode ser escrito de maneira única
como uma combinação linear de monômios com coeficientes em k (k-combinação linear),

f =
n

i=1

cimi, (2.1)

onde ci ∈ k e ci ̸= 0 (Proposição 1.6 do Caṕıtulo 5 de [1]).

Exemplo 2.1.1. Em k[x, y]3,

f =




5xy2 − y10 + 3
4x3 + 2y

16x


 = 5




xy2

0
0


−




y10

0
0


+ 3




1
0
0


+ 4




0
x3

0


+ 2




0
y
0


+ 16




0
0
x




= 5xy2e1 − y10e1 + 3e1 + 4x3e2 + 2ye2 + 16xe3,

que é uma k-combinação linear de monômios.

Em alguns momentos, denotaremos um elemento f ∈ Rm, onde

f =




f1
f2
...
fm


 = f1e1 + f2e2 + . . .+ fmem,
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por (f1, f2, . . . , fm), tal que fi ∈ R, i ∈ {1, . . . ,m}.
O produto cm de um monômio m por um elemento c ∈ k é chamado de termo e c é

chamado de coeficiente. Dado f ∈ Rm, dizemos que os termos cimi, ci ̸= 0, e os monômios
correspondentes mi, pertencem a f (ver 2.1).

Sejam m e n monômios em Rm, onde m = xαei e n = xβej, dizemos que n divide m (ou
m é diviśıvel por n) se, e somente se, i = j e xβ divide xα.

Se n divide m definimos o quociente m/n com xα/xβ ∈ R (ou seja, m/n = xα−β). Note
que o quociente é um elemento do anel R, e se n divide m, temos (m/n)n = m, como se
deseja. Se m e n são monômios contendo o mesmo elemento da base canônica ei, definimos o
máximo divisor comum, MDC(m,n), e o mı́nimo múltiplo comum, MMC(m,n), ambos em
Rm, para serem o maior divisor comum e o menor múltiplo comum, respectivamente, de xα

e xβ em ei. Se m, n contêm diferentes vetores canônicos, MMC(m,n) = 0.
Dizemos que um submódulo M ⊂ Rm é um submódulo monomial se M pode ser

gerado por uma coleção de monômios.
Vimos que nos ideais monomiais, para saber se f ∈ R pertence ou não ao ideal, bastava

checar se todo termo de f pertence ao ideal. Veremos que os submódulos monomiais também
tem uma propriedade similar a essa.

Proposição 2.1.2.

a. Todo submódulo monomial de Rm é gerado por uma coleção finita de monômios.

b. Toda cadeia ascendente infinita M1 ⊂ M2 ⊂ . . . de submódulos monomiais de Rm

estabiliza. Ou seja, existe um N tal que MN = MN+1 = . . . = MN+l = . . . para todo
l ≥ 0.

Demonstração.

a. Notemos que Rm é finitamente gerado como R-módulo, logo Rm é Noetheriano e assim,
M é finitamente gerado (mais detalhes em [1], caṕıtulo 6). Seja M =< g1, . . . , gt >,

com gi ∈ Rm, i ∈ {1, . . . , t}. Como gi ∈ M , então gi =

li∑
j=1

aijmij , com aij ∈ R, ou

seja, podemos tomar

M =< m11 , . . . ,m1l1
, . . . ,mt1 , . . . ,mtlt

> .

Nos restringindo aos mij tais que os vetores canônicos são os mesmos, podemos usar o
Lema 1.2.2 (pois Ms = M ∩ Res = Ises, com Ises ∼= Is um ideal em R), e assim temos
que para cada mij = xβij es existe um mk = xαkes ∈ M , tal que xαk divide xβij , ou
seja, mk divide mij . Enumerando os mk de 1 até r e eliminando os termos repetidos,
temos M =< m1, . . . ,mr >.

b. Segue do fato de Rm ser um módulo Noetheriano.
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Vimos na demonstração da parte a da Proposição 2.1.2 que sendo M =< m1, . . . ,mt >
um submódulo monomial e dado f ∈ Rm, então f ∈ M se, e somente se, todos termos de
f forem diviśıveis por algum mi, i ∈ {1, . . . , t}. Logo se estamos estudando submódulos
monomiais, já sabemos resolver o problema de um elemento pertencer ou não ao submódulo.

Para estendermos a teoria das bases de Gröbner para submódulos de Rm, precisamos
definir uma ordem nos monômios, ter um algoritmo de divisão e estender o algoritmo de
Buchberger para Rm.

Definição 2.1.3. Uma ordem monomial em Rm é uma relação de ordem > nos monômios
de Rm satisfazendo:

i. > é uma ordem total;

ii. Para todo par de monômios m,n ∈ Rm com m > n, temos xαm > xαn para todo
xα ̸= 0 ∈ R;

iii. xαm > m para todos monômios m ̸= 0 ∈ Rm e todos monômios xα ̸= 0 ∈ R tal que
xα ̸= 1.

Proposição 2.1.4. Toda ordem monomial em Rm é bem-ordenada.

Demonstração. Vamos demonstrar por redução ao absurdo. Suponhamos que exista uma
coleção não vazia de monômios que não possui termo mı́nimo, ou seja, não é bem-ordenada.
Logo existe uma sequência infinita

xα1ei1 > xα2ei2 > xα3ei3 > . . . , (2.2)

onde eij são vetores da base canônica de Rm. Definindo os submódulos, M1 =< xα1ei1 >,
M2 =< xα1ei1 ,x

α2ei2 >, M3 =< xα1ei1 ,x
α2ei2 ,x

α3ei3 >, e assim por diante. Temos que

M1 ⊂ M2 ⊂ M3 ⊂ . . . ,

onde as inclusões são próprias, visto que se para algum j tivermos Mj = Mj+1, então

< xα1ei1 , . . . ,x
αjeij >=< xα1ei1 , . . . ,x

αjeij ,x
αj+1eij+1

>,

isto é, xαj+1eij+1
= xαleil , para algum l ∈ {1, . . . , j}, contrariando 2.2. Assim temos uma

cadeia ascendente de submódulos que não estabiliza, absurdo pelo item b da Proposição 2.1.2.

As ordens monomiais em Rm mais comuns são extensões das ordens monomiais em R.
Existem duas maneiras naturais de fazer isto, desde que escolhemos uma ordem nos vetores
da base canônica. Sempre usaremos a ordem decrescente nas entradas de uma coluna

e1 > e2 > . . . > em,

embora qualquer outra ordem também possa ser usada.

Definição 2.1.5. Seja > uma ordem monomial em R.
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i. ( extensão TSP de >) Dizemos que xαei >TSP xβej se xα > xβ ou se xα = xβ e i < j.

ii. (extensão PST de >) Dizemos que xαei >PST xβej se i < j ou se i = j e xα > xβ.

Os termos TSP e PST significam termo sobre posição e posição sobre termo, respectiva-
mente.

Observação 2.1.6. Para qualquer ordem monomial > em R, ambos >TSP e >PST definem
ordens monomiais em Rm.

Exemplo 2.1.7. Se estendermos a ordem lexicográfica em k[x, y] com x > y usando TSP
em k[x, y]3, obtemos uma ordem >1 tal que os termos do exemplo 2.1.1 são ordenados da
seguinte maneira:




0
x3

0


 >1




xy2

0
0


 >1




0
0
x


 >1




y10

0
0


 >1




0
y
0


 >1




1
0
0


 .

Se estendermos agora usando PST temos >2, onde




xy2

0
0


 >2




y10

0
0


 >2




1
0
0


 >2




0
x3

0


 >2




0
y
0


 >2




0
0
x


 .

Nos dois casos temos e1 > e2.

Uma vez que tenhamos uma ordenação > em monômios, podemos escrever qualquer
elemento f ∈ Rm como a soma de termos

f =
t

i=1

cimi, (2.3)

com ci ̸= 0 e m1 > m2 > . . . > mt.

Definição 2.1.8. Seja > uma ordenação monomial e f =
t

i=1

cimi um elemento não nulo

em Rm como descrito em 2.3.

i. O coeficiente ĺıder de f é

CL(f) = c1;

ii. O monômio ĺıder de f é

ML(f) = m1;

iii. O termo ĺıder de f é

TL(f) = c1m1.
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Exemplo 2.1.9. Seja

f = (5xy2 − y10 + 3)e1 + (4x3 + 2y)e2 + 16xe3 ∈ k[x, y]3

como no exemplo 2.1.1, e usando a extensão TSP da ordem lexicográfica em k[x, y], (x > y),
então CL(f) = 4, ML(f) = x3e2 e TL(f) = 4x3e2. Similarmente usando a extensão PST
temos CL(f) = 5, ML(f) = xy2e1 e TL(f) = 5xy2e1.

Como já temos uma ordem monomial em Rm, agora podemos estender o algoritmo da
divisão visto em R (Proposição 1.1.11) para o módulo livre Rm.

Lema 2.1.10 (Algoŕıtmo da Divisão em Rm). Fixe uma ordem monomial em Rm e seja
F = {f1, . . . , fs} uma s-tupla de elementos de Rm. Então todo f ∈ Rm pode ser escrito como

f = a1f1 + . . .+ asfs + r,

onde ai ∈ R, r ∈ Rm, TL(aifi) ≤ TL(f) para todo i, e, ou r = 0 ou r é uma k-combinação
linear de monômios que não são diviśıveis por nenhum dos ML(f1), . . . ,ML(fs). Chamamos
r de resto da divisão por F .

Demonstração. A prova desse lema é exatamente a mesma que a prova do Lema 1.1.11, exceto
que ao invés de utilizar a Proposição 1.1.10 para mostrar que o processo de construção dos
p′s termina, usamos b da Proposição 2.1.2. Ou seja, se o processo não terminasse e tomando
M1 =< TL(p1) >, M2 =< TL(p1), TL(p2) >, M3 =< TL(p1), TL(p2), TL(p3) >, e assim por
diante, teŕıamos

M1 ⊂ M2 ⊂ M3 ⊂ . . . ,

onde as inclusões são próprias, pois caso contrário teŕıamos algumMi tal que Mi = Mi+1, isto
é, TL(pi+1) é diviśıvel por algum TL(pl), para algum l ∈ {1, . . . , i}, contrariando a definição
dos p′is.

Exemplo 2.1.11. Sejam

f = (5xy2 − y10 + 3)e1 + (4x3 + 2y)e2 + 16xe3;
f1 = (xy + 4x)e1 + y2e3;
f2 = (y − 1)e2 + (x− 2)e3,

em k[x, y]. Seja também > a extensão PST da ordem lexicográfica em k[x, y] com x > y.
Então TL(f) = 5xy2, TL(f1) = xye1 e TL(f2) = ye2.

Tomando p como o dividendo intermediário em cada etapa do algoŕıtmo, onde p = f e
a1 = a2 = r = 0 para começar. Seguindo o algoŕıtmo, teremos no final que

a1 = 5y − 20;
a2 = 2;
r = 80xe1 − y10e1 + 3e1 + 4x3e2 + 2e2 + 14xe3 − ry3e3 + 20y2e3 + 4e3.

Isto é, f = a1f1 + a2f2 + r.
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2.2 Base de Gröbner em Rm

Agora já podemos estender a definição de Base de Gröbner para o R-módulo livre Rm.

Definição 2.2.1. Sejam M um submódulo de Rm e > uma ordem monomial.

i. Definimos < TL(M) > como o submódulo monomial gerado pelos termos ĺıderes de
todos f ∈ M com respeito a >.

ii. Uma coleção finita G = {g1, . . . , gs} ⊂ M é chamada uma base de Gröbner para M
se < TL(M) >=< TL(g1), . . . , TL(gs) >.

Observação 2.2.2. Observemos que dado f ∈ Rm, TL(f) se difere de ML(f) apenas por
uma constante não nula. Logo

< ML(M) >=< TL(M) >=< TL(g1), . . . , TL(gs) >=< ML(g1), . . . ,ML(gs) > .

Ou seja, um conjunto não nulo G = {g1, . . . , , gs} contido no submódulo M é chamado uma
base de Gröbner para M se, e somente se, para todo f ∈ M , existe i ∈ {1, . . . , s} tal que
ML(gi) divide ML(f).

Muitas propriedades da base de Gröbner para ideais são também estendidas para Rm .

Proposição 2.2.3. Seja G = {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner para um submódulo M ⊂
Rm.

a. f ∈ M se, e somente se, o resto na divisão por G é zero.

b. Uma base de Gröbner para M gera M como submódulo, ou seja, M =< g1, . . . , gs >.

Demonstração.

a. Se o resto é zero, então f = a1g1+ . . .+ asgs, onde ai ∈ R e i ∈ {1, . . . , s}, logo f ∈ M .

Reciprocamente, seja f ∈ M . Então ao dividir f por G usando o algoritmo de Divisão,
temos que f = a1g1 + . . . + asgs + r. Suponhamos que r ̸= 0, logo r = f − a1g1 −
. . . − asgs, assim, r ∈ M . Visto que G é uma base de Gröbner, então TL(gi) divide
TL(r) para algum i ∈ {1, . . . , s}. Assim pela Observação 2.2.2, então ML(gi) divide
ML(r), gerando um absurdo, pois pelo algoŕıtmo da divisãoML(gi) não divide nenhum
monômio de r.

b. Observemos primeiramente que todo submódulo M ⊂ Rm possui uma base de Gröbner,
pois < TL(M) > é um submódulo monomial, e por a da Proposição 2.1.2 e pela Ob-
servação 2.2.2, existem g1, . . . , gs em M tais que < TL(M) >=< TL(g1), . . . , TL(gs) >.

Agora vamos mostrar que M =< g1, . . . , gs >, notemos que < g1, . . . , gs >⊂ M , pois
cada gi ∈ M , i ∈ {1, . . . , s}. Reciprocamente, seja f ∈ M , dividindo f por G, temos

f = a1g1 + . . .+ asgs + r,
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onde ai ∈ R e r = 0 ou r é uma k-combinação linear de monômios, de modo que
nenhum deles é diviśıvel por por algum monômio ĺıder de g1, . . . , gs. Reescrevendo a
expressão acima, temos que

r = f − a1g1 − . . .− asgs.

Se r ̸= 0 então ML(r) ∈< ML(M) >=< ML(g1), . . . ,ML(gs) >, ou seja, o monômio
ĺıder de r é diviśıvel por algum ML(gi), o que é uma contradição. Logo r = 0 e
f = a1g1 + . . .+ asgs ∈< g1, . . . , gs >. Portando M ⊂< g1, . . . , gs >.

Normalmente, não é verdade que uma base de Gröbner seja uma base para o submóduloM
(ou seja, um conjunto linearmente independente) como um R-módulo. Uma base de Gröbner
é um conjunto de geradores para M , mas não é necessariamente linearmente independente
sobre R. Contudo, existem bases de Gröbner para todos os submódulos de Rm (como vimos
na demonstração da parte b da Proposição 2.2.3.

Agora podemos determinar se um elemento de Rm pertence ou não a um submódulo
M ⊂ Rm. Para isso, basta dividir o elemento pela base de Gröbner, se o resto for zero, o
elemento pertence ao submódulo M . Mas como vimos em R, precisamos de método para
saber se o conjunto gerador de M é uma base de Gröbner e um algoritmo para encontra-la.
Para isso vamos estender a definição de S-polinômios, do critério de Buchberger e o algoritmo
de Buchberger.

Definição 2.2.4. Fixe uma ordem monomial em Rm e seja f, g ∈ Rm. O S-vetor de f e g,
denotado por S(f, g), é o seguinte elemento de Rm:

S(f, g) =
m

TL(f)
f − m

TL(g)
g

onde m = MMC(TL(f), TL(g)).

Exemplo 2.2.5. Seja f = (xy−x)e1+(x3−y)e2 e g = (x2+2y2)e1+(x2−y2)e2 em k[x, y]2.
Usando a extensão PST da ordem lexicográfica em k[x, y] com x > y, temos

S(f, g) =
x2y

xy
(xy − x, x3 + y)− x2y

x2
(x2 + 2y2.x2 − y2)

= (x2y − x2, x4 + xy)− (x2y + 2y3, x2y − y3)
= (−x2 − 2y3, x4 − x2y − xy + y3).

Lema 2.2.6 (Critério de Buchberger para submódulos). Um conjunto G = {g1, . . . , gs} ⊂ Rm

é uma base de Gröbner para o módulo que ele gera se, e somente se, para todo i ̸= j o resto
da divisão de S(gi, gj) por G é 0.

Demonstração. A demonstração é análoga ao Critério de Buchberger para ideais (Proposição
1.3.8).

Exemplo 2.2.7. Do Exemplo 2.1.11 temos que f1 = (xy + 4x, o, y2) = xye1 + 4xe1 + y2e3 e
f2 = (0, y − 1, x− 2) = ye2 − e2 + xe3 − 2e3. Onde e1, e2, e3 são os vetores canônicos em R3.
Logo m = MMC(TL(f1), TL(f2)) = 0, pois os f1 e f2 possuem vetores canônicos diferentes
em seus termos ĺıderes. Portanto S(f1, f2) = 0.
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O Algoritmo de Buchberger para submódulos segue a mesma ideia do Algoritmo de
Buchberger para ideais que vimos na seção 1.2.

Exemplo 2.2.8. Sejam

f1 = (0, y, x), f2 = (0, x, xy − x), f3 = (x, y2, 0), f4 = (y, 0, x)

vetores de (Q[x, y])3. Usando a ordem monomial lexicográfica graduada em Q[x, y] com x > y
e a extensão TSP em (Q[x, y])3 com e1 > e2 > e3, vamos calcular a base de Gröbner
para M =< f1, f2, f3, f4 > usando o algoritmo de Buchberger para submódulos. Tomemos
G = {f1, f2, f3, f4} inicialmente. Observemos que:

f1 = xe3 + ye2;
f2 = xye3 + xe2 − xe3;
f3 = y2e2 + xe1;
f4 = xe3 + ye1.

Assim, só podemos calcular S(f1, f2), S(f1, f4) e S(f2, f4).

• S(f1, f2) = yf1 − f2 = (0, y2 − x, x),

que dividido por G se têm S(f1, f2)
G
= (−x,−x−y, 0). Logo fazemos f5 = (−x,−x−y, 0) =

−xe1 − xe2 − ye2 e adicionamos a G;

• S(f1, f4) = f1 − f4 = (−y, y, 0),

que dividido por G, se têm S(f1, f4)
G
= (−y, y, 0). Logo fazemos f6 = (−y, y, 0) = −ye1+ye2

e adicionamos a G;

• S(f2, f4) = f2 − yf4 = (−y2, x,−x),

que dividido por G se têm S(f2, f4)
G
= 0. Temos agora que considerar S(f5, f6).

• S(f5, f6) = yf5 − xf6 = (0,−2xy − y2, 0),

que dividido por G se têm S(f5, f6)
G
= (00,−2xy − x− y, 0) e fazemos f7 = (0,−2xy − x−

y, 0) = −2xye2 − xe2 − ye2 e adicionamos a G. Vamos agora também considerar S(f3, f7).

• S(f3, f7) = 2xf3 + yf7 = (2x2,−xy −−y2, 0),

que dividido por G se têm S(f3, f7)
G
= (0,−2x2 + 1

2
x + 1

2
y, 0) e fazemos f8 = (0,−2x2 +

1
2
x+ 1

2
y, 0) = −2x2e2 +

1
2
xe2 +

1
2
ye2 e adicionamos a G. Assim, ainda temos que considerar

S(f3, f8) e S(f7, f8).

• S(f3, f8) = 2x2f3 + y2f8 = (2x3, 1
2
xy2 + 1

2
y3, 0),

que dividido por G se têm S(f3, f8)
G
= 0.

• S(f7, f8) = xf7 − yf8 = (0,−x2 − 3
2
xy − 1

2
y2, 0),
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que dividido por G se têm S(f7, f8)
G
= 0.

Dessa forma, G = {f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8} é uma base de Gröbner para M.

Após o Exemplo 2.2.8, podeŕıamos questionar se existe uma base de Gröbner com me-
nos elementos, como vimos na Seção 1.2, assim podemos expandir a Definição 1.3.15 para
submódulos.

Definição 2.2.9. Uma base de Gröbner G = {g1, . . . , gs} ⊂ Rm é uma Base de Gröbner
reduzida para um submódulo M ⊂ Rm se para todo i ∈ {1, . . . , s} temos

i. CL(gi) = 1;

ii. Nenhum monômio de gi pertence a < TL(G− {gi}) >.

Exemplo 2.2.10. Voltando ao Exemplo 2.2.8, vimos que G = {g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7, g8} é
uma base de Gröbner para M , onde

g1 = xe3 + ye2
g2 = xye3 + xe2 − xe3
g3 = y2e2 + xe1
g4 = xe3 + ye1
g5 = xe1 + xe2 + ye2
g6 = ye1 − ye2
g7 = xye2 +

1
2
xe2 +

1
2
ye2

g8 = x2e2 − 1
4
xe2 − 1

4
ye2

Observemos primeiramente que ML(g1) divide ML(g2) e ML(g4), assim, podemos eliminar
g2 e g4. Observemos também que o monômio xe1 em f3 pertence a < TL(G− {f3}) >, pois
TL(f5) = xe1, logo, dividindo g3 por g5 temos como resto y2e2 − xe2 − ye2, assim, tomemos
g3 = (0, y2 − x − y, 0). Portanto G = {g1, g3, g5, g6, g7, g8} formam uma base de Gröbner
reduzida para M .
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Caṕıtulo 3

Algumas Aplicações

Veremos agora algumas aplicações da base de Gröbner. Ela nos ajudará a determinar a
dimensão de um ideal I ⊂ R e a calcular o Módulo Siźıgia e Resoluções Livres de um módulo
M ⊂ Rm. Além disso iremos demonstrar o Teorema Siźıgia de Hilbert e estenderemos
Resoluções Livres e o Teorema Siźıgia de Hilbert para módulos graduados.

3.1 Dimensão de um Ideal

Seja t[x1, . . . , xn] o conjunto de todos os termos nas variáveis x1, . . . , xn. Se o con-
junto {u1, . . . , ur} ⊂ {x1, . . . , xn}, então t[u1, . . . , ur] é o conjunto de todos os termos em
t[x1, . . . , xn] contendo somente variáveis em {u1, . . . , ur}, com a convenção de que t[∅] = {1}.
k[u1, . . . , ur] é o subanel de k[x] contendo todos polinômios f ∈ k[x] tal que todos os termos
de f pertencem a t[u1, . . . , ur], em particular, k[∅] = k. Similarmente, seja {v1, . . . , vl} =
{x1, . . . , xn} − {u1, . . . , ur}, então t[v1, . . . , vl] denotará o conjunto de todos os termos em
t[x1, . . . , xn] que contém somente as variáveis {v1, . . . , vl}.

Denotaremos por U = {u1, . . . , ur},X = {x1, . . . , xn}, T = t[x1, . . . , xn], TU = t[u1, . . . , ur],
Tf = t(f) o conjunto dos termos de f ∈ R e RU = k[u1, . . . , ur].

Observemos que se I ⊂ R é um ideal e U ⊂ X, então I ∩RU é um ideal do anel RU .

Definição 3.1.1. Seja I ⊂ R um ideal e U ⊂ X. O ideal I ∩ RU é chamado de ideal de
eliminação de I com respeito a U e é denotado por IU .

Observação 3.1.2. Seja > uma ordem monomial sobre os termos de T e U ⊂ X, escrevemos

X − U ≫ U

se g > f para todo f ∈ TU e 1 ̸= g ∈ TX−U .

Notemos que sempre podemos encontrar uma ordem monomial > em T satisfazendo
X − U ≫ U , basta tomar a ordem lexicográfica onde todas as variáveis em U são menores
que todas de X − U .

Lema 3.1.3. Suponha U ⊂ X e > uma ordem monomial satisfazendo X − U ≫ U . Logo:

a. Se f ∈ T e g ∈ TU com g > f , então f ∈ TU ;
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b. Seja f, p ∈ R polinômios não nulos. Pelo algoritmo da divisão, existem q, r ∈ R tais
que f = qp+ r. Se f ∈ RU e q ̸= 0, então p, r ∈ RU .

Demonstração.

a. Suponhamos que f /∈ TU . Então podemos escrever f = f1f2 com 1 ̸= f2 ∈ TX−U . Por
hipótese X − U ≫ U , assim

f2 > g > f.

Multiplicando pelo monômio f1 e por b da Definição 1.1.1, temos que

f1f2 > f1g > f1f,

ou seja, f > f1f , absurdo. Logo f ∈ TU .

b. Observemos que TL(p) divide algum fi ∈ Tf , pois q ̸= 0, logo TL(p) ∈ TU e assim
Tp ⊂ TU por a, ou seja, p ∈ RU . Visto que r = f − qp e que q ∈ RU (pois cada termo
de q divide algum termo de f), segue imediatamente que r ∈ RU .

Nossa próxima proposição nos dará uma maneira de calcular ideais de eliminação. Re-
lembremos que por convenção o ideal < ∅ >= {o}. Assim o conjunto vazio é uma base de
Gröbner para o ideal nulo.

Proposição 3.1.4. Seja I ⊂ R um ideal e U ⊂ X. Suponha que > é uma ordem monomial
em T que satisfaz X − U ≫ U e G uma base de Gröbner para I com relação a ordem >.
Então G ∩RU é uma base de Gröbner para o ideal de eliminação IU .

Demonstração. Considere G = {g1, . . . , gs}, se TL(gi) ∈ Tu, i ∈ {1, . . . , s}, então por a do
Lema 3.1.3, Tgi ⊂ TU , logo gi ∈ G ∩RU .

Vamos mostrar que, sendo G ∩RU = {gU1 , . . . , gUr}, então

< TL(IU) >=< TL(gU1), . . . , TL(gUr) > .

Notemos que < TL(gU1), . . . , TL(gUr) >⊂< TL(IU) >, pois gUj
∈ IU , j ∈ {1, . . . , r}. Seja

agora f ∈ IU , logo TL(f) ∈< TL(IU) >, e pela definição de Base de Gröbner, existe
algum gi ∈ G, i ∈ {1, . . . , s}, tal que TL(gi) divide TL(f). Assim, podemos ter TL(f) =
TL(gi) ou TL(f) > TL(gi). Se TL(f) = TL(gi), então temos que gi = gUj

∈ G ∩ RU e
TL(f) ∈< TL(gU1), . . . , TL(gUr) >. E se TL(f) > TL(gi) temos por a do Lema 3.1.3 que
TL(gi) ∈ TU , e consequentemente, para algum j, gi = gUj

∈ G ∩ RU = GU e TL(f) ∈<
TL(gU1), . . . , TL(gUr) >. Portando < TL(IU) >⊂< TL(gU1), . . . , TL(gUr) >.

Podeŕıamos perguntar se F ∩ RU é um conjunto gerador para IU , sendo F um conjunto
gerador qualquer de um ideal I ⊂ R, tal que as hipóteses sejam satisfeitas. Como veremos
no exemplo abaixo, a resposta é não.

Exemplo 3.1.5. Dos Exemplos 1.3.11 e 1.3.14 vimos que o ideal I ⊂ R gerado por F =
{x2y − 1, xy2 − x} tem sua base de Gröbner reduzida G = {x2 − y, y2 − 1}, usando a ordem
lexicográfica com x > y. Observemos que as hipóteses da proposição acima são satisfeitas e
que F ∩ k[y] = {∅} e G ∩ k[y] = {y2 − 1}. Logo a base de Gröbner do ideal de eliminação
IU , com U = {y} é {y2 − 1} e assim IU =< y2 − 1 >.
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Antes de prosseguimos, observemos que a Proposição 3.1.4 aplicada para U = ∅ diz que
o ideal de eliminação I ∩ RU = I ∩ k é gerado por G ∩ k para toda base de Gröbner G de I
satisfazendo as hipóteses. Visto que k é um corpo, esse ideal de eliminação só pode ser {0}
ou k. Assim G ∩ k ̸= {∅} se, e somente se, I = R.

Definição 3.1.6. Seja I ⊂ R um ideal próprio e U ⊂ X. Então U é chamado de conjunto
independente de I se IU = {0}. Mais ainda, U é chamado de conjunto independente
maximal de I se ele é um conjunto independente de I e não está contido propriamente em
qualquer outro conjunto independente de I.

Definição 3.1.7. Seja I ⊂ R um ideal próprio e U ⊂ X um conjunto independente de I. A
dimensão de I, denotada por dim(I), é definida da seguinte maneira,

dim(I) = max{|U |;U ⊂ X seja um conjunto independente de I}. (3.1)

Um ideal I ⊂ R será chamado de zero-dimensional se ele é próprio e possui dimensão
zero.

Usando a Proposição 3.1.4 e o fato de < ∅ >= {0}, temos que, sendo I ⊂ R um ideal
próprio e U ⊂ X um conjunto independente de I, então G ∩ RU = {∅} para toda base de
Gröbner G de I, considerando uma ordem monomial satisfazendo X − U ≫ U .

Exemplo 3.1.8. Seja R = Q[x, y, z] e I ⊂ R um ideal gerado por G = {xz + z, yz + z},
onde G é uma base de Gröbner. Considerando a ordem lexicográfica e x > y > z, temos que
xz e yz são os termos ĺıderes, respectivamente, dos dois polinômios. Logo para todo f ∈ I, o
TL(f) é diviśıvel por xz ou yz. Assim podemos concluir que I ∩ k[x] = I ∩ k[y] = I ∩ k[z] =
I ∩ k[x, y] = {0}. Ou seja, os conjuntos independentes de I são {x}, {y}, {z}, e {x, y},
onde, desses, {z} e {x, y} são independentes maximais, assim, dim(I) = 2.

Podeŕıamos nos perguntar o que aconteceria se as variáveis fossem ordenadas diferentes,
ou seja, se por exemplo, z > y > x. Notemos que em todo caso G ainda seria uma base de
Gröbner e os termos ĺıderes dos elementos de G seria xz e yz.

Lema 3.1.9. Se I e J são ideais próprios de R com I ⊂ J , então dim(J) ≤ dim(I).

Demonstração. Segue direto das definições, visto que se U ⊂ X é um conjunto independente
de J , então também será um conjunto independente de I.

Lema 3.1.10. Seja I ⊂ R um ideal próprio. Então

a. I ⊂ k[x] é um ideal zero-dimensional se, e somente se, para cada variável, I contém
um polinômio de grau positivo que depende somente dessa variável;

b. Sejam I, J ideais próprios tais que J contém I e U ⊂ X um subconjunto qualquer. Se
I é zero-dimensional, então J e IU também são.

Demonstração.

a. Observemos que se I contém um polinômio de grau positivo de somente uma variável,
para cada variável, então I ∩R[xi] ̸= {0}, para todo i ∈ {1, . . . , n}. Seja fi ∈ I ∩R[xi],
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dado U ⊂ X não vazio, ou seja, existe xi ∈ U , temos que fi ∈ I ∩RU , isto é, I ∩RU ̸=
{0}. Logo I é zero-dimensional.

Reciprocamente, se I é zero dimensional, então U = {xi} não é conjunto independente
de I, para todo i ∈ {1, . . . , n}, assim I ∩ k[xi] ̸= {0}. Como I é ideal próprio, I
contém um polinômio de grau positivo que depende de somente uma variável, para
cada variável.

b. Pelo Lema 3.1.9 segue que dim(J) = 0. Como I é zero-dimensional, todo ideal de
eliminação de I com respeito a qualquer conjunto formado por variáveis é diferente de
{0}. Veremos que dim(IU) = 0, ou seja, (IU)U ′ ̸= {0}, para todo U ′ ⊂ U . De fato,

(IU)U ′ = IU ∩RU ′ = I ∩RU ∩RU ′ = I ∩RU ′ ̸= {0},

pois dim(I) = 0.

Seja > é uma ordem monomial sobre os termos de T , então o conjunto de termos redu-
zidos sobre I é definido como T − TL(I) e será denotada por TR(I).

Lema 3.1.11. Seja > uma ordem monomial sobre T e G = {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner
de I com respeito a >. Então

TR(I) = {f ∈ T ; g ∤ f para todo g ∈ TL(I)}
= {f ∈ T ; g ∤ f para todo g ∈ TL(G)},

onde TL(G) = {TL(g1), . . . , TL(gs)}.

Demonstração. Seja mult(TL(I)) = {ph; p ∈ T e h ∈ TL(I)}. Observemos que se f ∈ I
e g ∈ T , então gf ∈ I e TL(gf) = g.TL(f), assim TL(I) = mult(TL(I)). Logo TR(I) =
T −mult(TL(I)), ou seja,

TR(I) = {f ∈ T ; g ∤ f para todo g ∈ TL(I)}.

Para a segunda parte, basta observar que mult(TL(G)) = TL(I), visto que sendo G =
{g1, . . . , gs}, se f ∈ mult(TL(G)), então f = pTL(gi), com i ∈ {i, . . . , s} e p ∈ T . Como
TL(gi) ∈ TL(I), f ∈ TL(I). Reciprocamente, se f ∈ TL(I), então existe i tal que TL(gi)
divide TL(f), ou seja, TL(f) = pTL(gi), com p ∈ T , logo f ∈ mult(TL(G)). E assim temos
que

TR(I) = T − TL(I) = T −mult(TL(G)) = {f ∈ T ; g ∤ f para todo g ∈ TL(G)}.

Estabeleceremos agora uma conexão entre a dimensão de I, o conjunto dos termos ĺıderes
de I (usando uma ordem monomial qualquer) e a dimensão do k-espaço vetorial R/I.

Iremos denotar a classe de reśıduos g + I ∈ R/I de um elemento g ∈ R por g. Analoga-
mente se A ⊂ R, então A = {g; g ∈ A}.
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Proposição 3.1.12. Sejam > qualquer ordem monomial sobre T , I ⊂ R um ideal e B =
TR(I) ⊂ R/I. Então B é uma base para k-espaço vetorial R/I.

Demonstração. Recordemos que a multiplicação por escalar em R/I é definido por a·f = af .
Mostraremos primeiramente que B gera R/I. Suponha que G seja uma base de Gröbner sobre
I com respeito a >. Seja f ∈ R e h o resto ao dividir f por G. Então f = h e Th ⊂ TR(I).
Dáı

f = h

=
∑
p∈Th

app (ap ∈ k)

=
∑
p∈Th

app

=
∑
p∈Th

app.

Vamos mostrar agora que B é linearmente independente. Assuma que exista uma combinação
linear

0 =
r∑

i=1

ai · ti (ai ∈ k, ti ∈ TR(I)),

onde nem todos ai, i ∈ {1, . . . , r}, são zero. Sem perda de generalidade, suponhamos que
a1 ̸= 0 e t1 > ti para i ∈ {2, . . . , r}. Se tomarmos

h =
r∑

i=1

aiti,

então h ̸= 0 e TL(h) = a1t1, e além disso, h ∈ I, pois h = 0. Logo existe um s ∈ TL(G) tal
que s divide TL(h) = a1t1, contradizendo t1 ∈ TR(I) (Lema 3.1.11).

Até o momento vimos que para saber a dimensão de um ideal temos que calcular as bases
de Gröbner usando uma ordem monomial que satisfaça X − U ≫ U . Isto pode se tornar
trabalhoso, pois, para cada U que queremos saber se o mesmo é um conjunto independente,
temos que usar uma ordem que satisfazendo X − U ≫ U e calcular novamente uma base
de Gröbner. O Lema abaixo nos permitira dizer, usando qualquer ordem monomial, se a
dimensão de um ideal é zero ou não.

Lema 3.1.13. Seja I um ideal próprio de R. Então são equivalentes:

a. dim(I) = 0;

b. Existe uma ordem monomial > sobre T e uma base de Gröbner G de I com respeito a
> tal que, para cada i ∈ {1, . . . , n}, existe um gi ∈ G com TL(gi) = xαi

i , para algum
0 < αi ∈ Z+;

c. Para toda ordem monomial > sobre T e toda base de Gröbner G de I com respeito a >,
existe (a menos de ordenação e multiplicação por constante), para cada i ∈ {1, . . . , n},
um gi ∈ G, com TL(gi) = xαi

i , para algum 0 < αi ∈ Z+.

Demonstração. Vamos mostrar que a ⇔ c e b ⇔ c.
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• (a ⇒ c) Se dim(I) = 0, então por a do Lema 3.1.10, I contém um polinômio de grau

positivo que depende somente da variável xi, pi =

ri∑
j=1

ajx
j
i , com ri > 0 e i ∈ {1, . . . , n}.

Seja G uma base de Gröbner qualquer de I, com respeito a qualquer ordem monomial.
Como TL(pi) = aix

ri
i e TL(pi) ∈< TL(I) >=< TL(G) >, então existe gj ∈ G tal que

TL(gj) = cix
αi
i para algum 0 < αi ∈ Z+.

• (c ⇒ a)Suponhamos que dim(I) ̸= 0, logo existe algum conjunto U = {u1, . . . , ur} ⊂ X
tal que I ∩ RU = {0}. Seja > uma ordem monomial que satisfaça X − U ≫ U e G
uma base de Gröbner de I. Pela Proposição 3.1.4 temos G ∩ RU = {∅}. Ou seja,
TL(gi) ̸= uα

j , para todo gi ∈ G e uj ∈ U , pois, caso TL(gi) = uα
j , para algum gi ∈ G e

uj ∈ U , teŕıamos que gi ∈ G ∩RU , visto que X − U ≫ U . Logo dim(I) = 0.

• (b ⇒ c) Observemos que se para alguma ordem monomial > e alguma base de Gröbner
G tivermos TL(gi) = xαi

i , então xαk
i /∈ TR(I), para αk ≥ αi e assim, pela Proposição

3.1.12, o k-espaço vetorial R/I gerado por TR(I) tem dimensão finita. Suponhamos
agora que exista alguma ordem monomial > e uma base de Gröbner G tal que, para
algum i ∈ {1, . . . , n} TL(gj) ̸= xαi

i , para todo gj ∈ G. Então xαi
i ∈ TR(I) para todo

0 < αi ∈ Z+, logo R/I tem dimensão infinita como k-espaço vetorial, contrariando o
fato do k-espaço vetorial R/I ter dimensão finita.

• (c ⇒ b) Trivial.

Sabemos que sendo G = {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner de um ideal I ⊂ R, então
dado f ∈ I, TL(gi) divide TL(f), para algum i ∈ {i, . . . , s}. Assim, podemos enunciar o
seguinte corolário:

Corolário 3.1.14. Seja I um ideal próprio de R. Então são equivalentes:

a. dim(I) = 0;

b. Existe uma ordem monomial > sobre T , tal que, para cada i ∈ {1, . . . , n}, existe gi ∈ I,
com TL(gi) = xαi

i , para algum 0 < αi ∈ N;

c. Para toda ordem monomial > sobre T , existe, para cada i ∈ {1, . . . , n}, um gi ∈ I, com
TL(gi) = xαi

i , para algum 0 < αi ∈ N.

Exemplo 3.1.15. Seja k = Q, n = 2 e I =< f1, f2 >, com f1 = x2 + y + 1 e f2 = 2xy + y.
Usando a ordem lexicográfica com x > y, temos que uma base de Gröbner reduzida para I é

G = {x2 + y + 1, xy +
y

2
, y2 +

5

4
y},

visto que TL(x2 + y + 1) = x2 e TL(y2 + 5
4
y) = y2, então, pela Proposição 3.1.13, temos

dim(I) = 0.
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3.2 Siźıgia

Siźıgia é o termo utilizado em astronomia para designar o alinhamento de três corpos
celestes, mas em matemática é o termo utilizado para designar o núcleo de um homomorfismo
de R-módulos.

Seja I =< f1, . . . , fs >⊂ R um ideal. Consideremos o homomorfismo de R-módulo φ
definido da forma:

φ : Rs −→ I

tal que

(h1, . . . , hs) −→
s

i=1

hifi.

Definição 3.2.1. O núcleo da aplicação φ é chamado de módulo Siźıgia da matriz

f1 . . . fs


1×s

.

O qual é denotado por Syz(f1, . . . , fs). Um elemento (h1, . . . , hs) de Syz(f1, . . . , fs) é chamado
de uma siźıgia de


f1 . . . fs


, ou seja, ele satisfaz

h1f1 + . . .+ hsfs = 0.

Observação 3.2.2. Podemos também dizer que Syz(f1, . . . , fs) é o conjunto solução da
equação linear

f1χ1 + . . . fsχs = 0,

onde os fi‘s são os coeficientes da equação e χi ∈ R.

Notemos também que a aplicação φ pode ser vista como uma multiplicação de matriz

φ(h1, . . . , hs) =

f1 . . . fs





h1
...
hs


 =

s
i=1

hifi.

Isto é, se F é a matriz

f1 . . . fs


, e h =




h1
...
hs


 ∈ Rs, então φ(h1, . . . , hs) = Fh e

Syz(f1, . . . , fs) é o conjunto de todas soluções h da equação linear Fh = 0.

Exemplo 3.2.3. Seja R = Q[x, y, z, w], e I =< x2−yw, xy−wz, y2−xz >. Podemos assim
definir a aplicação φ : R3 −→ I dada por

(h1, h2, h3) −→ h1(x
2 − yw) + h2(xy − wz) + h3(y

2 − xz),

onde (y,−x, w) e (−z, y,−x) são ambos siźıgias de

x2 − yw xy − wz y2 − xz


,

pois
y(x2 − yw)− x(xy − wz) + w(y2 − xz) = 0

e
−z(x2 − yw) + y(xy − wz)− x(y2 − xz) = 0.
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De maneira semelhante podemos definir uma Siźıgia para submódulos de Rm.

Definição 3.2.4. Sejam f1, . . . , fs ∈ Rm. Uma Siźıgia da matriz F =

f1 . . . fs


m×s

é

um vetor (h1, . . . , hs) ∈ Rs tal que
s

i=1

hifi = 0.

O conjunto de todas siźıgias é chamado o módulo Siźıgia de F e é denotada por Syz(f1, . . . , fs)
ou Syz(F ).

Em outras palavras, Syz(F ) = Syz(f1, . . . , fs) pode ser visto como o conjunto de todas
soluções h ∈ Rs de um sistema de equações lineares homogêneas Fh=0 com coeficientes
polinomiais. Ou seja, se f1 = (f11, . . . , fm1), . . . , fs = (f1s, . . . , fms), então Syz(f1, . . . , fs) é o
conjunto de todas soluções do sistema




f11χ1 + . . .+ f1sχs = 0
f21χ1 + . . .+ f2sχs = 0

...
...

...
fm1χ1 + . . .+ fmsχs = 0

Seja M um módulo dado por t geradores f1, . . . , ft, a matriz de apresentação para M
é qualquer matriz cujas colunas geram Syz(f1, . . . , ft) ⊂ Rt.

Proposição 3.2.5. Sejam {m1, . . .mt} um conjunto de geradores monomiais para um submó-
dulo monomial de Rm e ε1, . . . , εt os vetores da base canônica de Rt. Seja também mij =
MMC(mi,mj). O módulo Siźıgia, Syz(m1, . . . ,mt), é gerado pelas siźıgias

σij =
mij

mi

εi −
mij

mj

εj,

para todo 1 ≤ i < j ≤ t (se mi e mj contêm diferentes vetores canônicos, σij = 0).

Demonstração. Definamos

σij =
mij

mi

εi −
mij

mj

εj,

vamos provar que Syz(m1, . . . ,mt) =< σij; 1 ≤ i < j ≤ t >. Observemos que sendo
mi = xαel e mj = xβer, então MMC(mi,mj) = mij = xγ se l = r ou MMC(mi,mj) = 0 se
l ̸= r. Assim, se l ̸= r, temos σij = (0, . . . , 0) e σij ∈ Syz(m1, . . . ,mt), suponhamos l = r,
então

σij = (0, 0, . . . , 0,
xγ

xα
, 0, . . . , o,−xγ

xβ
, 0, . . . , 0),

onde
xγ

xα
está na i-ésima posição e −xγ

xβ
está na j-ésima posição. Assim


m1 m2 · · · mt

 
0 · · · 0

xγ

xα
0 · · · 0 −xγ

xβ
0 · · · 0

T
= 0,

logo σij ∈ Syz(mi, . . . ,mt), portanto < σij; 1 ≤ i < j ≤ t >⊂ Syz(mi, . . . ,mt).
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Vamos agora provar que Syz(mi, . . . ,mt) ⊂< σij; 1 ≤ i < j ≤ t >. Seja (a1, . . . , at) ∈
Syz(mi, . . . ,mt), expandindo em termos da base canônica de Rm, temos

0 = a1m1 + . . .+ atmt = f1e1 + . . .+ fmem, (3.2)

assim f1 = . . . = fm = 0. Logo podemos restringir e considerar apenas as coleções de
monômios contendo o mesmo ei. Sem perda de generalidade, suponhamos

m1 = xα1ei, . . . ,ms = xαsei ,

com s ≤ t, assim (a1, . . . , as) ∈ Syz(m1, . . . ,ms). Observemos que pela igualdade de po-
linômios e por a1m1 + . . .+ asms = 0, temos

0 = a1m1 + . . .+ asms = c1x
λ + . . .+ csx

λ,

onde ci ∈ k e ai = xλ−αi , i ∈ {1, . . . , s}. Assim

(a1, . . . , as) = (c1x
λ−α1 , . . . , csx

λ−αs),

com c1+ . . .+ cs = 0. Tal siźıgia é chamada uma Siźıgia Homogênea, e como vimos, todas
siźıgias são somas de siźıgias homogêneas.

Observemos também que

(c1x
λ−α1 , . . . , cλ−αs

s ) = (c1x
λ−α1 ,−c1x

λ−α2 , 0, . . . , 0)+
(0, (c1 + c2 + c4 + . . .+ cs)x

λ−α2 , c3x
λ−α3 , 0 . . . , 0) + . . .+

(0,−cix
λ−α2 , 0, . . . , 0, cix

λ−αi , 0, . . . , 0) + . . .+
(0,−csx

λ−α2 , 0, . . . , 0, csx
λ−αs),

onde
(c1x

λ−α1 ,−c1x
λ−α2 , 0, . . . , 0) = c1(x

λ−α1 ,−xλ−α2 , 0, . . . , 0)

é uma siźıgia sobre o par xα1 e xα2 ,

((c1 + c2 + c4 + . . .+ cs)x
λ−α2 , c3x

λ−α3 , 0 . . . , 0) = (−c3x
λ−α2 , c3x

λ−α3 , 0 . . . , 0)
= −c3(x

λ−α2 ,−xλ−α3 , 0 . . . , 0)

é uma siźıgia sobre o par xα2 e xα3 ,

(0,−cix
λ−α2 , 0, . . . , 0, cix

λ−αi , 0 . . . , 0) = −ci(0,x
λ−α2 , 0, . . . , 0,−xλ−αi , 0, . . . , 0)

é uma siźıgia sobre o par xα2 e xαi , e

(0,−csx
λ−α2 , 0, . . . , 0, csx

λ−αs) = −cs(0,x
λ−α2 , 0, . . . , 0,−xλ−αs)

é uma siźıgia sobre o par xα2 e xαs (notemos que essa é uma, entre varias outras, maneiras
de se escrever (c1x

λ−α1 , . . . , cλ−αs
s ) como uma soma de siźıgias entre os pares de monômios).

Visto que dados dois monômios xα e xβ e xγ = MMC(xα,xβ), então a siźıgia (xγ−α,−xγ−β)
é o mesmo que

σ =

(
MMC(xα,xβ)

xα
,−MMC(xα,xβ)

xβ

)
.

35



Assim (a1, . . . , as) ∈< σij; 1 ≤ i < j ≤ s >, e como vimos em 3.2, (a1, . . . , at) é a soma de
siźıgias contendo o mesmo vetor canônico ei, consequentemente

(a1, . . . , at) ∈< σij; 1 ≤ i < j ≤ t >,

ou seja, Syz(m1, . . . ,mt) ⊂< σij; 1 ≤ i < j ≤ t >. Portanto Syz(m1, . . . ,mt) =< σij; 1 ≤
i < j ≤ t >.

Agora começaremos o estudo das Siźıgias em um conjunto de elementos de um módulo,
com o intuito de resolver o seguinte problema: dado uma s-upla de elementos ordenados
{f1, . . . , fs} de Rm(por exemplo, um conjunto ordenado de geradores), encontrar um conjunto
de geradores para o módulo Siźıgia Syz(f1, . . . , fs) ⊂ Rs.

Seja G = {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner para um submódulo M ⊂ Rm com uma
ordem monomial > fixada. Como G é uma base de Gröbner, pelo Lema 2.2.6, o resto de
S(gi, gj) na divisão por G é zero, assim

S(gi, gj) =
s∑

l=1

aijlgl, (3.3)

onde aijl ∈ R, e TL(aijlgl) ≤ TL(S(gi, gj)) para todo i, j, l.
Considere ε1, . . . , εs a base canônica de Rs. Seja mij = MMC(TL(gi), TL(gj)), e seja

aij ∈ Rs o vetor coluna definido por

aij = aij1ε1 + aij2ε2 + . . .+ aijsεs ∈ Rs.

Para o par (i, j), tal que mij ̸= 0, defina sij ∈ Rs da seguinte forma:

sij =
mij

TL(gi)
εi −

mij

TL(gj)
εj − aij (3.4)

em Rs, e seja sij = 0 caso mij = 0.

Proposição 3.2.6. Com a notação acima, a coleção {sij; 1 ≤ i < j ≤ t} é um conjunto
gerador para Syz(G) = Syz(g1, . . . , gs).

Demonstração. Observemos primeiramente que

sij =
mij

TL(gi)
εi −

mij

TL(gj)
εj − aij

=
mij

TL(gi)
εi −

mij

TL(gj)
εj − (aij1ε1 + aij2ε2 + . . .+ aijsεs)

= (−aij1) ε1 + . . .+

(
mij

TL(gi)
− aiji

)
εi + . . .+

(
− mij

TL(gj)
− aijj

)
εj + . . .+ (−aijs) εs .

E que

[
g1 . . . gs

] [
(−aij1) . . .

(
mij

TL(gi)
− aiji

)
. . .

(
− mij

TL(gj)
− aijj

)
. . . (−aijs)

]T
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é igual a

(−aij1g1) + . . .+

(
mij

TL(gi)
gi − aijigi

)
+ . . .+

(
− mij

TL(gj)
gj − aijjgj

)
+ . . .+ (−aijsgj) =

(
mij

TL(gi)
gi −

mij

TL(gj)
gj

)
−

(
s∑

l=1

aijlgl

)
= S(gi, gj)− S(gi, gj) = 0,

pela Definição 2.2.4 e por 3.3. Logo sij ∈ Syz(G) e < {sij; 1 ≤ i < j ≤ t >⊂ Syz(G).
Agora vamos mostrar que Syz(g) ⊂< {sij; 1 ≤ i < j ≤ t}. Suponha o contrário, que

existe (u1, . . . , us) tal que

(u1, . . . , us) ∈ Syz(g1, . . . , gs)− < sij; 1 ≤ i < j ≤ s > .

Seja m = max1≤i≤s{ML(ui)ML(gi)}, e definamos

S = {i ∈ {1, . . . , s};ML(ui)ML(gi) = m}.

Para cada i ∈ {1, . . . , s} definamos também u′
i da seguinte maneira:

u′
i =

{
ui, se i /∈ S
ui − TL(ui), se i ∈ S.

Notemos que para i ∈ S, TL(ui) = cimi, onde ci ∈ k e mi ∈ R é um monômio. Como
(u1, . . . , us) ∈ Syz(g1, . . . , gs), vemos que

∑
i∈S

cimiTL(gi) = 0,

então ∑
i∈S

cimiεi ∈ Syz(TL(gi); i ∈ S).

Sem perda de generalidade, podemos supor que TL(gi) = ML(gi), pois se diferem apenas
por uma constante não nula, assim, por c da Proposição 2.1.2, temos

∑
i∈S

cimiεi =
∑
i<j
i,j∈S

bij

(
mij

TL(gi)
εi −

mij

TL(gj)
εj

)
,

para algum bij ∈ R. Visto que miTL(gi) = miML(gi) = ML(ui)ML(gi) = m, então

podemos escrever bij = dij
m

mij

, com dij sendo uma constante em k. Logo, temos que

(u1, . . . , us) =
∑
i∈S

(
cimiεi

)
+ (u′

1, . . . , u
′
s)

=
∑
i<j
i,j∈S

(
bij

(
mij

TL(gi)
εi −

mij

TL(gj)
εj

))
+ (u′

i, . . . , u
′
s)

=
∑
i<j
i,j∈S

(bijsij) + (u′
i, . . . , u

′
s) +

∑
i<j
i,j∈S

(
(bij)(aij1 , . . . , aijs)

)
,
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pela Equação 3.4. Seja (v1, . . . , vs) = (u′
i, . . . , u

′
s) +

∑
i<j
i,j∈S

(
(bij)(aij1 , . . . , aijs)

)
, assim

(u1, . . . , us)−
∑
i<j
i,j∈S

(bijsij) = (v1, . . . , vs).

Observemos que (u1, . . . , us), sij ∈ Syz(g1, . . . , gs) e (u1, . . . , us) /∈< sij; 1 ≤ i < j ≤ s >,
assim (v1, . . . , vs) ∈ Syz(g1, . . . , gs)− < sij; 1 ≤ i < j ≤ s >, então basta provar que
max1≤k≤s{ML(vk)ML(gk)} < m e teremos uma contradição. Para cada k ∈ {1, . . . , s},
temos

ML(vk)ML(gk) = ML
(
u′
k +

∑
i<j
i,j∈S

(
(bij)(aij1)

))
TL(gk)

≤ max{ML(u′
k), max

1≤k≤s
{ML(bij)ML(aijk))}}TL(gk)

Mas por definição de u′
k temos

ML(u′
k)ML(gk) < m

e também

ML(bij)ML(aijk)TL(gk) =
m

mij

ML(aijk)TL(gk) ≤
m

mij

ML(S(gi, gj)) < m,

para todo i, j ∈ S, i < j (pois, se
m

mij

ML(S(gi, gj)) ≥ m então ML(S(gi, gj)) ≥ mij,

absurdo, visto que S(gi, gj) cancela os termos ĺıderes de gi e gj).
Portanto ML(vk)ML(gk) < m para cada k ∈ {i, . . . , s}, gerando uma contradição da

condição de m = max1≤i≤s{ML(ui)ML(gi)}.

Exemplo 3.2.7. Voltemos ao Exemplo 2.2.10. Vemos que o conjunto {g1, g2, g3, g4, g5, g6} é
uma base de Gröbner reduzida com respeito a ordem lexicográfica graduada em Q[x, y] com
x > y e a ordem TSP em (Q[x, y])3 com e1 > e2 > e3, onde

g1 = (0, y, x) = xe3 + ye2
g2 = (0, y2 − x− y, 0) = y2e2 − xe2 − ye2
g3 = (x, x+ y, 0) = xe1 + xe2 + ye2
g4 = (y,−y, 0) = ye1 − ye2

g5 = (0, xy +
1

2
x+

1

2
y, 0) = xye2 +

1

2
xe2 +

1

2
ye2

g6 = (0, x2 − 1

4
x− 1

4
y, 0) = x2e2 −

1

4
xe2 −

1

4
ye2.

Logo

• S(g2, g5) = −1

2
g2 −

3

2
g5 − g6 =⇒ a25 =

(
0,−1

2
, 0, 0,−3

2
,−1

)
.
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• S(g2, g6) =

(
1

4
y +

1

8

)
g2 +

(
−x+

1

4
y +

3

8

)
g5 +

(
−x+

1

4

)
g6 =⇒ a26 =

(
0,

1

4
y +

1

8
, 0, 0,−x+

1

4
y +

3

8
,−x+

1

4

)

• S(g5, g6) =
1

4
g2 −

1

4
g3 +

3

4
g5 +

1

2
g6 =⇒ a56 =

(
0,

1

4
,−1

4
, 0,

3

4
,
1

2

)
.

• S(g3, g4) = g2 − g3 + 2g5 =⇒ a34 = (0, 1,−1, 0, 2, 0).

Portanto

• s25 = xε2 − yε5 − a25 =

(
0, x+

1

2
, 0, 0,−y +

3

2
, 1

)
;

• s26 = x2ε2 − y2ε6 − a26 =

(
0, x2 − 1

4
y − 1

8
, 0, 0, x− 1

4
y − 3

8
,−y2 + x− 1

4

)
;

• s56 = xε5 − yε6 − a56 =

(
0,−1

4
,
1

4
, 0, x− 3

4
,−y − 1

2

)
;

• s34 = yε3 − xε4 − a34 = (0,−1, y + 1,−x,−2, 0).

Lema 3.2.8. Sejam g1, . . . , gs vetores não nulos em Rm e > uma ordem monomial em Rm.
Definamos uma ordem >G nos monômios de Rs da seguinte maneira:

xαei >G xβej ⇐⇒
{

ML(xαgi) > ML(xβgj) ou
ML(xαgi) = ML(xβgj) e i < j.

Então >G é uma ordem monomial em Rs.

Demonstração. Primeiro mostraremos que >G é uma ordem total. Seja xα,xβ monômios em
R, se i ̸= j ∈ {i, . . . , s}, então ML(xαgi) = ML(xβgj) e i < j ou j < i, ou ML(xαgi) >
ML(xβgj) ou ML(xβgj) > ML(xαgi). Em qualquer caso, temos xαei >G xβej ou xβej >G

xαei. Se i = j ∈ {i, . . . , s} e xα ̸= xβ, então ML(xαgi) > ML(xβgi) ou ML(xβei) >
ML(xαei), por outro lado, se ML(xαgi) = ML(xβgi), então

xαML(gi) = ML(xαgi) = ML(xβgi) = xβML(gi),

e temos xα = xβ, pois gi ̸= 0. Assim temos, xαei >G xβei ou xβei >G xαei.
Agora sejam xα,xβ,xγ monômios em R, e seja i, j ∈ {i, . . . , s}. Assumamos que xαei >G

xβej. Se ML(xαgi) > ML(xβgj), então

ML(xγxαgi) = xγML(xγgi) > xγML(xβgj) = ML(xγxβgj),

logo xγxαei >G xγxβej. Se ML(xαgi) = ML(xβgj) e i < j, então

ML(xγxαgi) = xγML(xαgi) = xγML(xβgj) = ML(xγxβgj)

e i < j, então xγxα >G xγxβej.
Por fim, seja xα,xγ monômios em R tal que xγ ̸= 1. Seja i ∈ {1, . . . , s}. Então

ML(xγxαgi) = xγML(xαgi) > ML(xαgi) >, logo xγxαei >G xαei
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Definição 3.2.9. A ordem monomial definida no Lema 3.2.8 é chamada de ordem em Rs

induzida por
[
g1 . . . gs

]
.

Teorema 3.2.10 (Teorema de Schreyer). Seja G = {g1, . . . , gs} ⊂ Rm uma base de Gröbner
com respeito a uma ordem monomial > em Rm. Os sij formam uma base de Gröbner para
o módulo Siźıgia M = Syz(g1, . . . , gs) com respeito a ordem monomial >G em Rs.

Demonstração. Observemos que S(gi, gj) = −S(gj, gi), então é suficiente considerar os sij
para i < j somente. Seja então i < j, logo

TL>G
(sij) =

mij

TL(gi)
εi

na ordem >G. Pois, como ML

(
mij

TL(gi)
gi

)
= ML

(
mij

TL(gj)
gj

)
e i < j então

mij

TL(gi)
εi é

maior que
mij

TL(gj)
εj. E visto que os aij são obtidos pelo algoritmo da divisão, dividindo

S(gi, gj) por G, temos TL>(S(gi, gj)) ≥ TL>(aijlgl) para todo l = 1, . . . , s em Rs. Contudo,
pela definição de S-vetor,

TL>

(
mij

TL(gi)
gi

)
> TL> (S(gi, gj)) ,

pois nos S-vetores há a cancelação dos termos ĺıderes. Logo
mij

TL(gi)
εi é maior que aij.

Mostraremos agora que {sij; 1 ≤ i < j ≤ s} é uma base de Gröbner para Syz(g1, . . . , gs)
com respeito a >G. Seja f ∈ M , pela Definição de base de Gröbner para submódulos e
pela observação 2.2.2 (página 23) precisamos mostrar que existem i, j, 1 ≤ i < j ≤ s, tal

que ML(sij) divide ML(f). Escrevamos f =
s∑

l=1

hlεl onde hl ∈ R. Seja xαl = ML(hl)

e cl = CL(hl). Note que ML(f) = xαrεr para algum r ∈ {1, . . . , s}. Para esse r fixado,
definamos

S = {l ∈ {1, . . . , s};ML(xαlgl) = ML(xαrgr)}.
Observemos que se l ∈ S, então r ≤ l, pela definição de >G. Definamos

f ′ =
∑
l∈S

clx
αlεl.

Como f é uma siźıgia de
[
g1 . . . gs

]
, temos

∑
l∈S

clx
αlTL(gl) = 0.

Dessa forma, f ′ é uma siźıgia de
[
TL(g1) . . . TL(gs)

]
. Note que o ı́ndice das coordenadas

não nulas de f ′ estão em S, logo, pela Proposição 3 (submódulos monomiais gerados pelos
sigmas) temos que f ′ pertence ao submódulo de Rs gerado por

σkv =
mkv

mk

εk −
mkv

mv

εv , ∀ 1 ≤ k < v ≤ s,
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onde mk = ML(gk), mv = ML(gv) e mkv = MMC(ML(gk),ML(gv)). Assim, temos que

f ′ =
∑

k,v∈S;k<v

bkvσkv = bkv

(
mkv

mk

εk −
mkv

mv

εv

)
,

para bkv ∈ R. Como ML(f ′) = ML(f) = xαrεr e r < j para todo r ̸= j ∈ S, vemos que

xαrεr = ML(f ′) = ML(brt)
mrt

mr

εr,

para algum t ∈ S, t ̸= r. Visto que
mrt

mr

εr =
mrt

ML(gr)
εr = ML(srt) para algum t ∈ S, então

ML(f ′) = ML(brt)ML(srt).

Logo ML(srt) divide ML(f).

Como vemos, os módulos Siźıgia podem ser encontrado basicamente em dois passos, o
primeiro consiste em encontrar uma base de Gröbner, G = {g1, . . . , gs}, para o submódulo
M ⊂ Rm (observemos que quando m = 1, M é um ideal de R), e o segundo passo consiste
em calcular um conjunto gerador pata Syz(g1, . . . , gs) usando o Teorema de Schreyer.

Exemplo 3.2.11. Seja M um submódulo de R3 = (Q[x, y])3 gerado por F = {f1, f2, f3, f4},
onde f1 = (xy, y, x), f2 = (x2 + x, y + x2, y), f3 = (−y, x, y) e f4 = (x2, x, y).Usaremos a
ordem lexicográfica em R com y > x e a extensão TSP com e1 > e2 > e3 em R3. Assim
podemos escrever

f1 = xye1 + ye2 + xe3
f2 = ye2 + ye3 + x2e1 + x2e2 + xe1
f3 = −ye1 + ye3 + xe2
f4 = ye3 + x2e1 + xe2.

A base de Gröbner reduzida para M é G = {g1, g2, g3, g4, g5, g6}, onde

g1 = (x3 + x, x2 − x,−x) = x3e1 + x2e2 + xe1 − xe2 − xe3;
g2 = (x, y + x2 − x, 0) = ye2 + x2e2 + xe1 − xe2;
g3 = (y + x2, 0, 0) = ye1 + x2e1;
g4 = (x2, x, y) = ye3 + xe1 + xe2;
g5 = (x2, x3,−x3) = x3e2 − x3e3 + x2e1;
g6 = (x2 − 2x,−x2 + 2x, x5 − x4 − 3x3 + x2 + 2x) =

x5e3 − x4e3 − 3x3e3 + x2e1 − x2e2 + x2e3 − 2xe1 + 2xe2 + 2xe3.

Assim, podemos calcular S(g1, g3), S(g2, g5) e S(g4, g6) e assim obtermos

s13 = (y + x2,−x2 + x,−x3 − x, x,−1, 0)
s25 = (−x2 + x+ 2,−x3,−x2, x3, y + x2 − x− 2, 1)
s46 = (x4 − x3 − 4x2 + 2x+ 4, x2 − 2x,

−x2 + 2x,−x5 + x4 + 3x3 − x2 − 2x, x2 − x− 2, y + 2).
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Que ordenando usando a ordem >G temos

s13 = y ε1 −x3 ε3 −x2 ε2 −x ε3 +x ε2 +x ε4 +x2 ε1 − ε5
s25 = −x3 ε2 +y ε5 +x3 ε4 −x2 ε3 −x2 ε1 +x2 ε5 + ε6 +x ε1 −x ε5 +2 ε1 −2 ε5
s46 = −x5 ε4 +y ε6 +x4 ε4 +3x3 ε4 −x2 ε3 +x2 ε2 −x2 ε4 +2x ε3 −2x ε2

−2x ε4 +x4 ε1 −x3 ε1 −4x2 ε1 +x2 ε5 +2 ε6 +2x ε1 −x ε5 +4 ε1 −2 ε5,

onde {ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6} é a base canônica de R6.

3.3 Resoluções Livres

Veremos nesta seção como a Base de Gröbner, G = {g1, . . . , gs}, de um submódulo M ⊂
Rm e o seu módulo Siźıgia, Syz(g1, . . . , gs), pode nos auxiliar a calcular a Resolução Livre de
M .

Definição 3.3.1. Considere uma sequência de R-módulos e homomorfismos

· · · −→ Mi+1
φi+1−−→ Mi

φi−→ Mi−1 −→ · · ·

i. Dizemos que a sequência é exata em Mi se Im(φi+1) = Ker(φi);

ii. Dizemos que a sequência é exata se for exata em cada Mi.

Observação 3.3.2. Em particular temos que:

• M
φ−−→ N −→ 0 é exata ⇐⇒ φ : M −→ N é sobrejetiva;

• 0 −→ M
φ−−→ N é exata ⇐⇒ φ : M −→ N é injetiva;

• 0 −→ M −→ N −→ 0 é exata ⇐⇒ φ : M −→ N é um isomorfismo.

• 0 −→ M
φ−−→ N

ψ−−→ P −→ 0 é exata ⇐⇒ φ é injetiva, ψ é sobrejetiva e ψ induz um
isomorfismo de Coker(φ) = N/φ(M) sobre P .

Exemplo 3.3.3. Dado um homomorfismo de R-módulos ou um par de módulos, Q e P , tal
que Q ⊂ P , obtemos sequências exatas associadas da seguinte maneira:

• Para qualquer homomorfismo de Módulos φ : M −→ N , temos uma sequência exata

0 −→ Ker(φ)
τ−−→ M

φ−−→ N
ψ−−→ Coker(φ) −→ 0,

onde τ : Ker(φ) −→ M é a aplicação inclusão e ψ : N −→ Coker(φ) = N/ Im(φ) é o
homomorfismo natural no módulo quociente;

• Se Q e P são submódulos de um R-módulo tais que Q ⊂ P , então temos uma sequência
exata

0 −→ Q
σ−−→ P

υ−−→ P/Q −→ 0

onde σ : Q −→ P é a aplicação inclusão e υ é o homomorfismo natural no módulo
quociente.
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Lema 3.3.4. Seja M um R-módulo.

a. Escolher um elemento de M é equivalente a escolher um homomorfismo R −→ M .

b. Escolher t elementos de M é equivalente a escolher um homomorfismo Rt −→ M .

c. Escolher um conjunto de t geradores de M é equivalente a escolher um homomorfismo
Rt −→ M sobrejetivo (ou seja, a sequência Rt −→ M −→ 0 é exata).

d. Se M é livre com base finita, escolher uma base (isto é, um conjunto gerador que é
R-linearmente independente) com t elementos é equivalente a escolher um isomorfismo
Rt −→ M .

Demonstração.

a. Dado f ∈ M , podemos tomar um homomorfismo de R-módulo φ : R −→ M , dado por
φ(g) = gf , com g ∈ R, satisfazendo φ(1) = f , onde φ(1) determina todos os valores de
φ para todo g ∈ R:

φ(g) = φ(g.1) = g.φ(1) = gf.

b. A escolha de t elementos em M pode ser vista como a escolha de t homomorfismo de
R-módulos de R em M ou, equivalentemente, como a escolha de um homomorfismo de
R-módulos, de Rt em M , de modo que, sendo e1, . . . , et a base canônica de Rt, temos
φ(ei) = fi, i ∈ {1, . . . , t}.

c. Seja M =< f1, . . . , ft >. Tomando o homomorfismo tal como vimos no item b, ou seja,
φ(ei) = fi, i ∈ {1, . . . , t}, logo Im(φ) = M , isto é, φ é sobrejetiva.

d. Como M é livre com base finita, seja < f1, . . . , ft > uma base para M , logo, usando o
item c, φ(a1, . . . , at) = 0 se, e somente se, ai = 0, para todo i ∈ {1, . . . , t}. Ou seja, φ
é injetiva, e assim, φ é um isomorfismo.

Vimos então que podemos descrever um homomorfismo de R-módulos, escolhendo apenas
elementos de um R-módulo M .

Definição 3.3.5. Seja M um R-módulo livre. Quando temos um conjunto gerador para M ,
f1, . . . , ft, e um conjunto gerador para o módulo Siźıgia Syz(f1, . . . , ft), dizemos que temos
uma apresentação para M .

Obtemos uma matriz de apresentação para um módulo M =< f1, . . . , ft >⊂ Rm,
organizando os geradores de Syz(f1, . . . , ft) como colunas. Sendo

Syz(f1, . . . , ft) =< g1, . . . , gs >⊂ Rt,

onde fi = (fi1, . . . , fim) e gj = (gj1, . . . , gjt), para i ∈ {1, . . . ,m} e j ∈ {1, . . . , t}, então a
matriz de apresentação é 


g11 . . . gs1
...

...
...

g1t . . . gst


 . (3.5)
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Logo podemos formar uma sequência exata

Rs ψ−−→ Rt φ−−→ M −→ 0,

onde o homomorfismo ψ : Rs −→ Rt é dado pela matriz 3.5 e o homomorfismo φ é dado pela
matriz [

f1 . . . ft
]

(3.6)

Assim, temos que Syz(f1, . . . , ft) = ker (φ) = Im(ψ). Ou seja, uma matriz de apre-
sentação, nos informa uma apresentação para M .

Vamos destacar oque vimos acima na seguinte observação:

Observação 3.3.6. Temos por c da Proposição 3.3.4 que escolher um conjunto de gera-
dores do módulo Siźıgia corresponde a escolher um homomorfismo ψ de Rs em Ker(φ) =
Syz(f1, . . . , ft). Mas sendo φ sobrejetiva, temos Im(ψ) = Ker(φ), logo temos uma sequência
exata em Rt,

Rs ψ−−→ Rt φ−−→ M −→ 0. (3.7)

Isso mostra que uma apresentação para M é equivalente a uma sequência exata da forma
3.7. Observemos também que a matriz de ψ com relação às base canônica de Rs e Rt é uma
matriz de apresentação para M.

A seguir, veremos que todo R-módulo finitamente gerado tem uma apresentação.

Proposição 3.3.7. Seja M um R-módulo finitamente gerado.

a. M tem uma apresentação da forma Rs ψ−−→ Rt φ−−→ M −→ 0.

b. M é a imagem homomórfica de um R-módulo livre. Ou seja, se f1, . . . , ft é um conjunto
de geradores de M, então M ∼= Rt/S, onde S é o submódulo de Rt dado por S =
Syz(f1, . . . , ft). Alternativamente, se deixarmos a matriz A representar ψ em

Rs ψ−−→ Rt φ−−→ M −→ 0,

então ARs = Im(ψ) e M ∼= Rt/ARs.

Demonstração. Seja M =< f1, . . . , ft >.

a. Sabemos que todo submódulo de Rt é finitamente gerado, em particular

Syz(f1, . . . , ft) ⊂ Rt.

Logo podemos escolher um conjunto finito de geradores para o módulo Siźıgia, e assim
pela Observação 3.3.6, temos a sequência exata desejada.

b. Segue de a e da definição de Siźıgia.
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Exemplo 3.3.8. Seja I =< x2 − x, xy, y2 − y >⊂ R = k[x, y] um ideal. Seja

A =

x2 − x xy y2 − y



e

B =




y 0
−x+ 1 y − 1

0 −x


 .

Considerando Syz(I) = Syz(x2 − x, xy, y2 − y) temos que:

• Se tomarmos os homomorfismos φ e ψ, definidos pelas matrizes A e B respectivamente,
então podemos construir a sequencia exata

R2 ψ−−→ R3 φ−−→ I −→ 0,

pois o produto de matrizes AB é igual à matriz zero 1 × 2, assim Im(ψ) ⊂ Ker(φ). E
como

ker (φ) =< (y,−x+ 1, 0), (y2 − y, 0,−x2 + x), (0, y − 1,−x) >

e (y2 − y, 0,−x2 + x) ∈< (y,−x + 1, 0), (0, y − 1,−x) >, temos que ker (φ) ⊂ Im(ψ),
logo, Im(ψ) = Ker(φ).

• Visto que os geradores de I, F = {f1, f2, f3}, formam uma base de Gröbner usando a
ordem lexicográfica, pois

S(f1, f2) = −xy =⇒ S(f1, f2)
F
= 0;

S(f1, f3) = (x− y)xy =⇒ S(f1, f3)
F
= 0

S(f2, f3) = xy =⇒ S(f2, f3)
F
= 0,

então podemos usar o Teorema de Schreyer(Teorema 3.2.10. Notemos que a12 =
(0,−1, 0), a13 = (0, x − y, 0) e a23 = (0, 1, 0), assim s12 = (y,−x + 1, 0), s13 =
(y2, y − x,−x2) e s23 = (0, y − 1,−x).

Como (y2, y−x,−x2) = y(y,−x+1, 0)+x(0, y− 1,−x), então s13 ∈< s12, s23 > e com
isso, Syz(I) =< (y,−x+ 1, 0), (0, y − 1,−x) >.

Logo, I ∼= R3/Syz(I).

Seja M um R-módulo finitamente gerado pelo conjunto G. Tomando S1 = Syz(G), temos
que S1 também é finitamente gerado, suponhamos agora pelo conjunto G1, logo também po-
demos definir S2 = Syz(G1), que é chamada de segunda Siźıgia, que também é finitamente
gerada, suponhamos por um conjunto finito, G2, logo podemos definir S3 = Syz(G2) como a
terceira Siźıgia, e assim por diante.

No Exemplo 3.3.8, há uma relação entre os geradores sij de Syz(x
2−x, xy, y2−y), a saber

ys12 − s13 + xs23 = 0,

logo

y −1 x

T ∈ R3 deve pertencer a segunda Siźıgia.
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A conexão entre um R-móduloM e suas Siźıgias podem também ser formuladas em termos
de uma sequência exata de módulos e os homomorfismos dados pelas matrizes de apresentação
de M e de cada módulo Siźıgia de M . A ideia é simples, apenas repetimos a construção
da sequência exata dando uma apresentação. Por exemplo, iniciando da sequência vista na
Proposição 3.3.7, correspondente a uma apresentação para M , se também queremos conhecer
a Segunda siźıgia, precisamos de mais um homomorfismo de R-módulos na sequência, a saber,

Rr λ−−→ Rs ψ−−→ Rt φ−−→ M −→ 0,

onde agora a imagem de λ : Rr −→ Rs é igual ao núcleo de ψ (o segundo módulo Siźıgia).
Continuando da mesma maneira para a terceira e superior siźıgias, produzimos sequências
exatas longas. Acabamos assim construindo uma resolução livre de M. A definição precisa
é a seguinte:

Definição 3.3.9. Seja M um R-módulo. Uma resolução livre de M é uma sequência exata
da forma

. . . −→ F2
φ2−−→ F1

φ1−−→ F0
φ0−−→ M −→ 0,

onde, para todo i, Fi
∼= Rrt é um R-módulo livre. Se existir um l tal que Fl+1 = Fl+2 = . . . = 0,

mas Fl ̸= 0, então dizemos que a resolução é finita, de comprimento l. Em uma resolução
finita de comprimento l, geralmente escrevemos a resolução como

0 −→ Fl −→ Fl−1 −→ . . . −→ F1 −→ F0 −→ M −→ 0.

Exemplo 3.3.10. Considere a apresentação

R2 ψ−−→ R3 φ−−→ I −→ 0

para I =< x2 − x, xy, y2 − y > em R = k[x, y], como visto no Exemplo 3.3.8. Já sabemos
que o primeiro módulo Siźıgia,

S = Syz(x2 − x, xy, y2 − y) =< (y,−x+ 1, 0), (0, y − 1,−x) >⊂ R3,

e o segundo módulo Siźıgia,

S1 = Syz((y,−x+ 1, 0), (0, y − 1,−x)) = {0} ⊂ R2,

são módulos livres, onde {(y,−x+1, 0), (0, y−1,−x)} é uma base de Gröbner para S. Como
resultado, podemos estender a sequência acima para a sequência exata

0 −→ R2 ψ−−→ R3 φ−−→ I −→ 0,

onde φ e ψ são os homomorfismos dados pelas matrizes


x2 − x xy y2 − y


e




y 0
−x+ 1 y − 1

0 −x


 ,

respectivamente.
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E de acordo com a definição de resolução livre dada acima, está é uma resolução livre de
comprimento 1 para I.

Agora, se tomarmos o primeiro módulo Siźıgia sendo gerado por s12, s13 e s23, ou seja,

S = Syz(x2 − x, xy, y2 − y) =< (y,−x+ 1, 0), (y2,−x+ y,−x2), (0, y − 1,−x) >⊂ R3,

que também é uma base de Gröbner para S, temos que o segundo módulo Siźıgia possui um
gerador não-nulo, ou seja,

S1 = Syz(< s12, s13, s23 >) =< (y,−1, x) > ⊂ R3,

onde < (y,−1, x) > é uma base de Gröbner (obtida usando o Teorema de Schreyer) para S1,
logo, podemos tomar a terceira siźıgia,

S2 = Syz((y,−1, x)) ⊂ R,

e assim, podemos estender para a sequência exata

0 −→ R
λ−−→ R3 ψ−−→ R3 φ−−→ I −→ 0,

onde φ, ψ e λ são os homomorfismos dados por


x2 − x xy y2 − y


,




y y2 0
−x+ 1 −x+ y y − 1

0 −x2 −x


 e




y
−1
x


 ,

respectivamente.
Neste caso temos uma resolução livre de comprimento 2 para o mesmo submódulo.

Proposição 3.3.11. Em uma resolução livre finita

0 −→ Fl
φl−−→ Fl−1

φl−1−−−−→ . . .
φl−2−−−−→ F1

φ1−−→ F0
φ0−−→ M −→ 0,

temos que Ker(φl−1) é um módulo livre. Por outro lado, se M tiver uma resolução livre na
qual Ker(φl−1) é um módulo livre para algum l, então M tem uma resolução livre finita de
comprimento l.

Demonstração. Observemos primeiramente que φl é injetiva, assim se temos uma resolução
livre finita de comprimento l, então Im(φl) = ker (φl−1) é um módulo livre.

Reciprocamente, se ker (φl−1) é um módulo livre então a resolução parcial

Fl−1

φl−1−−−−→ Fl−2 −→ . . . −→ F0
φ0−−→ M −→ 0

pode ser completada para uma resolução finita de comprimento l

0 −→ Fl
φl−−→ Fl−1

φl−1−−−−→ Fl−2 −→ . . . −→ F0
φ0−−→ M −→ 0,

tomando Fl como sendo ker (φl−1) e φl a aplicação inclusão.
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Observação 3.3.12. O Teorema de Schreyer (3.2.10) forma a base de um algoŕıtmo para
encontrar os homomorfismos de R-módulos em uma resolução livre.

Pode-se perguntar se sempre existirá resoluções livres finitas, vejamos o exemplo abaixo.

Exemplo 3.3.13. Sejam R = k[x]/ < x2 > e M =< x̄ >⊂ R. Tomemos o homomorfismo
φ : R −→ M dado pela multiplicação por x̄. Observemos agora que ker (φ) =< x̄ >= M ,
pois x̄2 = 0̄. Observemos também que toda resolução livre de M é infinita e da forma

. . .
φ−−→ R

φ−−→ R
φ−−→ R

φ−−→ M −→ 0.

Visto que, caso contrário, existiria uma resolução livre finita de M de comprimento l

0 −→ R
φl−−→ . . .

φ2−−→ R
φ1−−→ R

φ0−−→ M −→ 0,

onde φ0 = φ e ker (φl) = {0̄}. Assim, como ker (φi) = Im(φi+1), i ∈ {0, . . . , l − 1},
temos φj = φ, para todo j ∈ {0, . . . , l}, e assim ker (φl) =< x̄ >, contrariando o fato
de ker (φl) = {0̄}. Portanto, toda resolução livre de M é infinita.

Vemos assim que nem sempre poderemos obter uma resolução livre finita.

3.4 Teorema Siźıgia de Hilbert

Na seção passada vimos que dado um R-módulo, não podemos afirmar que o mesmo
possuirá uma resolução livre finita, como vimos no Exemplo 3.3.13. Mas quando consideramos
R o anel de polinômios em n variáveis sobre um corpo k, R = k[x], a situação, como veremos,
é melhor.

Para enunciarmos o próximo lema, seja G uma base de Gröbner para um submódulo M ⊂
Rt e organizemos os elementos de G de forma a ter uma s-upla ordenada G = {g1, . . . , gs}
tal que, se TL(gi) e TL(gj) contêm o mesmo vetor da base canônica ek e i < j, então
ML(gi)/ek >lex ML(gj)/ek, onde >lex é a ordem lexicográfica em R com x1 > . . . > xn.

Lema 3.4.1. Se as variáveis x1, . . . , xm não aparecem nos termos ĺıderes de G, então as
variáveis x1, . . . , xm+1 não aparecerão nos termos ĺıderes de sij ∈ Syz(G) usando a ordem
>G definida no Lema 3.2.8.

Demonstração. Vimos na demonstração do Teorema de Schreyer (3.2.10) que

TL>G
(sij) =

mij

TL(gi)
ϵi, (3.8)

onde mij = MMC(TL(gi), TL(gj)) e ϵi é um vetor da base canônica de Rs. Como sempre,
é suficiente considerar somente os sij tais que TL(gi) e TL(gj) contenham o mesmo vetor
canônico ek em Rt e i < j. Pela hipótese da ordenação dos elementos de G, ML(gi)/ek >lex

ML(gj)/ek. Como x1, . . . , xm não aparecem nos termos ĺıderes da base de Gröbner G, então
podemos escrever

ML(gi)/ek = xa
m+1ni e ML(gj)/ek = xb

m+1nj,

onde a ≥ b, e ni, nj são monômios em R contendo somente as variáveis xm+2, . . . , xn. Mas
então, MMC(TL(gi), TL(gj)) contém xa

m+1, e por 3.8, TL>G
(sij) não contém x1, . . . , xm+1.
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Exemplo 3.4.2. Seja M o submódulo de R3 = (Q[x, y])3 do Exemplo 3.2.11. Sabemos
que {g1, g2, g3, g4, g5, g6} forma uma base de Gröbner usando a ordem TSP em R3, com
e1 > e2 > e3 e com a ordem lexicográfica em R, com y > x, onde

g1 = (x3 + x, x2 − x,−x)
g2 = (x, y + x2 − x, 0)
g3 = (y + x2, 0, 0)
g4 = (x2, x, y)
g5 = (x2, x3,−x3)
g6 = (x2 − 2x,−x2 + 2x, x5 − x4 − 3x3 + x2 + 2x).

Reordenando os g′is como o Lema 3.4.1 requer, com y > x, temos

g1 = (y + x2, 0, 0)
g2 = (x3 + x, x2 − x,−x)
g3 = (x, y + x2 − x, 0)
g4 = (x2, x3,−x3)
g5 = (x2, x, y)
g6 = (x2 − 2x,−x2 + 2x, x5 − x4 − 3x3 + x2 + 2x),

onde
TL(g1) = ye1
TL(g2) = x3e1
TL(g3) = ye2
TL(g4) = x3e2
TL(g5) = ye3
TL(g6) = x5e3.

Temos agora as Siźıgias

s12 = (x3 + x,−y − x2, x2 − x, 1,−x, 0)
s34 = (x2, x2 − x− 2, x3,−y − x2 + x+ 2,−x3,−1)
s56 = (x2 − 2x,−x4 + x3 + 4x2 − 2x− 4,−x2 + 2x,

−x2 + x+ 2, x5 − x4 − 3x3 + x2 + 2x,−y − 2).

Usando a ordem >G temos
TL(s12) = x3 ε1
TL(s34) = x3 ε3
TL(s56) = x5 ε5 .

Observemos que a variável y não aparece nos termos ĺıderes das Siźıgias.

Teorema 3.4.3 (Teorema Siźıgia de Hilbert). Seja R = k[x]. Todo R-módulo finitamente
gerado possui uma resolução livre finita de comprimento no máximo n.

Demonstração. Como M é finitamente gerado como um R-módulo, temos pela Observação
3.3.6 uma apresentação para M da forma 3.7. Ou seja,

F1
φ1−−−→ F0 −→ M −→ 0, (3.9)
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correspondendo à escolha de um conjunto gerador {f1, . . . , fr0} para M , e uma base de
Gröbner G0 = {g1, . . . , gr1} para Syz(f1, . . . , fr0) = Im(φ1) ⊂ F0 = Rr0 (com uma ordem
monomial fixada em F0). Podemos assumir que as bases de Gröbner que obtivermos são
sempre reduzidas. Assim, ordenemos G0 como no Lema 3.4.1 e apliquemos o Teorema de
Schreyer para calcular a base de Gröbner G1 para o módulo Syz(G0) ⊂ F1 = Rr1 (usando a
ordem >G). Pelo Lema 3.4.1 novamente, pelo menos x1 não estará em G1. Além disso, se a
base de Gröbner G1 contém r2 elementos, então obtemos a sequência exata

F2
φ2−−−→ F1

φ1−−−→ F0 −→ M −→ 0,

com F2 = Rr2 e Im(φ2) = Syz(G1). Agora podemos repetir o processo fazendo φi : Fi −→
Fi−1, onde Im(φi) = Syz(Gi−1) e Gi ⊂ Rri é uma base de Gröbner para Syz(Gi−1).

Observemos que em cada etapa, ordenamos Gi como na hipótese do Lema 3.4.1. Assim, o
número de variáveis presente nos termos ĺıderes dos elementos das bases de Gröbner obtidas,
diminui a cada etapa, então, após l ≤ n etapas, os termos ĺıderes de cada elemento da base
de Gröbner Gl são da forma es, para algum s ∈ {1, . . . , rl}. Até esse momento estendemos a
sequência 3.9 para

Fl
φl−−−→ Fl−1

φl−1−−−−→ . . .
φ2−−−→ F1

φ1−−−→ F0 −→ M −→ 0. (3.10)

Suponhamos que Gl = {h1, . . . , hv}, observemos agora que se es é o termo ĺıder de algum
elemento hi ∈ Gl, então es é o termo ĺıder de exatamente um elemento de Gl. De fato, caso
existissem hi, hj em Gl tal que TL(hi) = TL(hj) = es, com i < j, então existe hj ∈ Gl

tal que ML(hj) ∈< TL(Gl − {hj}) >, contrariando o fato de Gl ser uma base de Gröbner
reduzida. Tomando o homomorfismo

ψ : kv −→ Gl

tal que ψ(a1, . . . , av) = a1h1 + . . . + avhv, onde (a1, . . . , av) ∈ kv, temos que Syz(Gl) = {0}
e Gl

∼= kv, ou seja, Gl é um módulo libre. Assim, tomando Fl = Gl temos que ker (φl−1) =
Im(φl) é um módulo livre, então pela Proposição 3.3.11 podemos estender a sequência 3.10
para a

0 −→ Fl
φl−−−→ Fl−1

φl−1−−−−→ . . .
φ2−−−→ F1

φ1−−−→ F0 −→ M −→ 0. (3.11)

Portanto obtemos uma resolução livre de comprimento l ≤ n.

Exemplo 3.4.4. Seja I =< g1, g2, g3 >⊂ R = k[x, y, z, w] um ideal tal que g1 = xz − y2,
g2 = xw − yz e g3 = yw − z2. Usando a ordem lexicográfica graduada reversa, S(g1, g2) =
−yg3, S(g1, g3) = z2g1 − y2g3 e S(g2, g3) = zg1, ou seja, {g1, g2, g3} é uma base de Gröbner
para I. Pelo Teorema de Schreyer, temos que

s12 = we1 − ze2 + ye3
s13 = ywe1 − xze3 + y2e3 − z2e1
s23 = ye2 − xe3 − ze1

formam uma base de Gröbner para Syz(g1, g2, g3), onde {e1, e2, e3} é a base canônica de R3.
Notemos que s13 = yf1 + zf3 e que {s12, s23} forma uma base de Gröbner reduzida para
Syz(g1, g2, g3). Assim, temos a resolução livre

0 −→ R2 φ1−−−→ R3 φ0−−→ I −→ 0,
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onde φ0 : R3 −→ I é tal que φ0(f1, f2, f3) = f1g1 + f2g2 + f3g3, com (f1, f2, f3) ∈ R3 e
φ1 : R

2 −→ R3 é tal que φ1(h1, h2) = h1s12 + h2s23, com (h1, h2) ∈ R2.

Exemplo 3.4.5. Seja M =< z3 − yw2, yz − xw, y3 − x2z, xz2 − y2w >⊂ R um ideal, onde
{z3 − yw2, yz − xw, y3 − x2z, xz2 − y2w} é uma base de Gröbner para M . Calculando as
siźıgias usando a Proposição 3.2.6 e usando a ordem dada pelo Lema 3.2.8, temos o módulo
siźıgia Syz(M) =< g1, g2, g3, g4 >= M1, tal que

g1 = −xe1 + ywe2 + ze4
g2 = −xze2 + we3 + ye4
g3 = −z2e2 − we4 + ye1
g4 = −ze3 − xe4 + y2e2,

onde {e1, e2, e3, e4} é a base canônica de R4 e {g1, g2, g3, g4} uma base de Gröbner para
Syz(M).

De forma semelhante, encontramos a siźıgia de M1, assim Syz(M1) =< h1 >= M2, onde
h1 = −ze2 + xe3 − we4 + ye1. Logo, temos a resolução

0 −→ R
φ2−−−→ R4 φ1−−→ R4 φ0−−−→ M −→ 0,

onde, φ0, φ1 e φ2 são dadas por

φ0 =

z3 − yw2 ys− xw y3 − x2z xz2 − y2w


,

φ1 =




−x 0 y 0
yw −xz −z2 y2

0 w 0 −z
z y −w −x




e

φ2 =




y
−z
x
−w


 .

3.5 Resoluções Graduadas

Estenderemos agora o estudo feito nas Seções 3.3 e 3.4 para Módulos Graduados.
Denotaremos por Rs = k[x]s os polinômios homogêneos em R de grau total s, juntamente

com 0.

Exemplo 3.5.1. Seja R = k[x, y, z], então 1 ∈ R0, xy − yz ∈ R2, x
2z + y3 − yz2 ∈ R3 e

x7y − z8 ∈ R8.

Definição 3.5.2. Um módulo graduado sobre R é um módulo M com uma famı́lia de sub-
grupos {Mt : t ∈ Z} do grupo aditivo M satisfazendo as seguintes propriedades:

a. Como grupos aditivos,

M =

t∈Z

Mt;
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b. A decomposição de M na parte a é compat́ıvel com a multiplicação por elementos de R
no sentido de que RsMt ⊂ Ms+t para todo s ≥ 0 e todo t ∈ Z.

Os elementos de Mt são chamados de elementos homogêneos de grau t.

Sendo M um R-módulo graduado, então qualquer elemento f ∈ M pode ser escrito de

maneira única como uma soma
∑
t∈Z

ft, onde ft ∈ Mt para todo t ∈ Z, e todos, exceto um

número finito de ft, são 0. As componentes ft não nulas são chamadas de componentes
homogêneas de f .

Notemos que Mt é um módulo sobre o subanel R0 = k ⊂ R, assim, ele é um k-subespaço
vetorial de M . Se M é finitamente gerado, os Mt tem dimensão finita sobre k.

Exemplo 3.5.3. Sendo R = k[x], então R é um R-módulo graduado, definindo Rs como

acima, ou seja, R =
⊕
s≥0

Rs.

Lembremos que um ideal é homogêneo se dado f ∈ I, os componentes homogêneos de f
estão todos em I.

Exemplo 3.5.4. Seja I =< y − x2 >⊂ k[x, y]. Os componentes homogêneos de f = y − x2

são f1 = y e f2 = −x2. Notemos que nenhum desses polinômios está em I, logo I não é um
ideal homogêneo.

Algumas propriedades importantes dos ideais homogêneos são resumidas a seguir.
Seja I ⊂ k[x] um ideal. Então são equivalentes:

I. I é um ideal homogêneo;

II. I =< f1, . . . , fs >, onde fi são polinômios homogêneos;

III. Uma base de Gröbner reduzida para I (com respeito a qualquer ordem monomial)
consiste de polinômios homogêneos.

(Mais detalhes em [4], Teorema 2 do Caṕıtulo 8, seção 3)
Sendo I um ideal homogêneo, temos que I tem uma estrutura de módulo graduado fazendo

It = I ∩Rt, para t ≥ 0 (esse é o conjunto de todos os elementos homogêneos de grau total t

em I, junto com o 0) e It = {0} para t < 0. Assim, I =
⊕
t∈Z

It e RsIt ⊂ Is+t, consequência

direta da definição de um ideal e as propriedades de multiplicação de polinômios.
Observemos que (Rm)t = (Rt)

m, assim os módulos livres Rm também são módulos gradu-
ados sobre R. Chamamos isto de uma estrutura canônica de módulos graduados sobre Rm.
Podemos assim escrever

Rm =

(⊕
t1≥0

Rt1e1

)
⊕ . . .⊕

(⊕
tm≥0

Rtmem

)
.

Proposição 3.5.5. Seja M ⊂ Rm um submódulo. Então são equivalentes:
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a. A graduação canônica em Rm induz uma estrutura de módulo graduado sobre M , dado
por Mt = (Rt)

m ∩ M , o conjunto de elementos em M onde cada componente é um
polinômio homogêneo de grau t, t ≥ 0;

b. M =< f1, . . . , fr >⊂ Rm, onde cada fi é polinômios homogêneos de grau di;

c. Existe uma base de Gröbner reduzida (usando qualquer ordem monomial em Rm) con-
siste de polinômios homogêneos.

Demonstração.

• (a ⇒ b) Já que, Rm é Noetheriano, M é finitamente gerado. Suponhamos que M =<

h1, . . . , hs >, como M tem estrutura de módulo graduado, ou seja, M =
⊕
t≥0

Mt, então

hi =

ti∑
j=1

hij,

onde cada hij pertence a algum Mt, isto é, os hij são polinômios homogêneos. Seja M ′

o módulo gerado pelos hij, logo M ⊂ M ′. Por outro lado M ′ ⊂ M , pois cada hij ∈
Mt ⊂ M . Portanto M = M ′. Enumerando os hij de 1 a r temos M =< f1, . . . , fr >.

• (b ⇒ c) Seja F = {f1, . . . , fr}, então, dados fi, fj ∈ F , observemos que S(fi, fj) é um
polinômio homogêneo, assim pelo algoŕıtmo de Buchberger temos uma base de Gröbner
para M formada por polinômios homogêneos, G = {g1, . . . , gs}. Para obtermos a base
de Gröbner reduzida, notemos que:

i. Se CL(gi) = c ̸= 1 então multiplicamos gi por c
−1, i ∈ {1, . . . , s};

ii. Se algum termo de gi =

ti∑
j=1

gij pertence a < TL(G − {gi}) >, então gij =

tij∑
k=i

aijkTL(gk), com k ∈ {1, . . . , s} − {i} e aijk ∈ Rm. Pela igualdade de po-

linômios, e como o grau total de gij é di (pois gi é um polinômio homogêneo de
grau di), então, o grau total do resto da divisão de gi por G − {gi} é di ou 0.
Assim podemos dividir gi por G − {gi} e teremos que o resto, ri, terá grau di se
for diferente de zero, e assim o acrescentamos a G− {gi}.

Logo, temos uma base de Gröbner reduzida constitúıda de polinômios homogêneos.

• (c ⇒ a) Seja G = {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner reduzida para M , onde cada gi é
um polinômio homogêneo de grau di. Seja Gi o k-subespaço vetorial gerado por gi, e
fazendo

Mt =
s∑

i=1

Rt−diGi

Temos que M =
⊕
t≥0

Mt, onde os Mt são grupos aditivos, e RsMt ⊂ Ms+t. Além disso,

Mt = (Rt)
m ∩M e conclúımos a demonstração.
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Definição 3.5.6. Se M é um módulo graduado e N é um submódulo de M, então dizemos
que N é um submódulo graduado se o subgrupo aditivo Nt = Mt ∩N para cada t ∈ Z, define
uma estrutura de módulo graduado em N .

Dada uma coleção de módulos graduados M1, . . . ,Mm, podemos produzir a soma direta
N = M1 ⊕ . . . ⊕Mm fazendo Nt = (M1)t ⊕ . . . ⊕ (Mm)t, definindo assim uma estrutura de
módulo graduado em N .

Se N ⊂ M é um submódulo graduado de um módulo graduado M , então o anel quociente
M/N também tem uma estrutura de módulo graduado, definida pela coleção de subgrupos
aditivos (N/M)t = Mt/Nt = Mt/(Mt ∩N).

Proposição 3.5.7. Sejam M um R-módulo graduado e d um inteiro. Defina M(d) a soma
direta

M(d) =
⊕
t∈Z

M(d)t,

onde M(d)t = Md+t. Temos que M(d) é um R-módulo graduado.

Demonstração. Observemos que os M(d)t = Md+t são grupos aditivos e que RsM(d)t =
RsMd+t ⊂ Ms+d+t = M(d)s+t, para todo s ≥ 0 e todo t ∈ Z, assim pela Definição 3.5.2,
temos que M(d) é um R–módulo graduado.

Os módulos (Rm)(d) = R(d)m são chamados de módulos livres graduados deslocados (ou
torcidos) sobre R. Os vetores ei da base canônica de Rm formam uma base para o módulo
R(d)m, mas eles são agora considerados elementos homogêneos de grau −d na graduação
(iremos em alguns momentos denota-los por e−d

i , para i ∈ {1, . . . ,m}), visto queR(d)−d = R0,
ou seja,

R(d)m = R(d)e−d
1 ⊕ . . .⊕R(d)e−d

m =

(⊕
t1≥0

R(d)t1e
−d
1

)
⊕ . . .⊕

(⊕
tm≥0

R(d)tme
−d
m

)
.

Exemplo 3.5.8. Seja d = 3 e m = 2, logo

R(3)2 =

(⊕
t1≥0

R(3)t1e
−3
1

)
⊕

(⊕
t2≥0

R(3)t2e
−3
2

)
.

Visto que R(3)t1 = R3+t1, assim

t1 = −3 =⇒ R3−3e
−3
1 = R0e

−3
1 = R′

−3

t1 = −2 =⇒ R3−2e
−3
1 = R1e

−3
1 = R′

−2

t1 = −1 =⇒ R3−1e
−3
1 = R2e

−3
1 = R′

−1

t1 = 0 =⇒ R3+0e
−3
1 = R3e

−3
1 = R′

0

t1 = 1 =⇒ R3+1e
−3
1 = R4e

−3
1 = R′

1
...

...
...

...

(3.12)
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Analogamente para t2, temos

t2 = −3 =⇒ R3−3e
−3
2 = R0e

−3
2 = R′′

−3

t2 = −2 =⇒ R3−2e
−3
2 = R1e

−3
2 = R′′

−2

t2 = −1 =⇒ R3−1e
−3
2 = R2e

−3
2 = R′′

−1

t2 = 0 =⇒ R3+0e
−3
2 = R3e

−3
2 = R′′

0

t2 = 1 =⇒ R3+1e
−3
2 = R4e

−3
2 = R′′

1
...

...
...

...

(3.13)

Logo R(3)2 =

(⊕
s1≥0

R′
s1

)
⊕

(⊕
s2≥0

R′′
s2

)
, onde os R′

s1
e R′′

s2
, são definidos como em 3.12

e 3.13.

Para simplificar, omitiremos os ei, ou seja,

R(d)m = R(d)⊕ . . .⊕R(d).

Do mesmo modo podemos considerar módulos livres graduados deslocados da forma

R(d1)⊕ . . .⊕R(dm)

para qualquer m-upla de inteiros d1, . . . , dm, onde os vetores ei da base canônica são ho-
mogêneos de grau −di para cada i.

Definição 3.5.9. Seja M,N módulos graduados sobre R. Um homomorfismo φ : M −→ N
é dito um homomorfismo graduado de grau d se φ(Mt) ⊂ Nt+d para todo t ∈ Z.

Exemplo 3.5.10. Suponha que M é um R-módulo graduado gerado pelos elementos ho-
mogêneos f1, . . . , fm de graus d1, . . . , dm, respectivamente. Então temos um homomorfismo
graduado

φ : R(−d1)⊕ . . .⊕R(−dm) −→ M

que envia os elementos da base canônica ei em fi ∈ M . Já que ei tem grau di, segue que φ
tem grau zero.

Outro exemplo de homomorfismo graduado é dado por uma matriz Am×p cujas entradas
são polinômios homogêneos de grau d no anel R. Então A define um homomorfismo graduado
φ de grau d pela multiplicação de matriz

φ : Rp −→ Rm

f −→ Af.

Também podemos considera A definindo um homomorfismo graduado de grau zero do
módulo graduado deslocado R(−d)p para Rm. Da mesma forma, se as entradas da j-ésima
coluna são polinômios homogêneos de grau dj, mas o grau varia com a coluna, então A define
um homomorfismo graduado de grau zero

R(−d1)⊕ . . .⊕R(−dp) −→ Rm.
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Ainda mais geral, um homomorfismo graduado de grau zero

R(−d1)⊕ . . .⊕R(−dp) −→ R(−c1)⊕ . . .⊕R(−cm)

é definido por uma matriz Am×p onde as entradas aij ∈ R são homogêneas de grau dj − ci
para todo i, j. Chamaremos a matriz A satisfazendo esta condição para alguma coleção dj,
de graus de colunas, e alguma coleção ci, de graus de linhas, uma matriz graduada sobre R.

A razão para discutimos matrizes graduadas é que elas aparecem nas resoluções livres de
módulos graduados sobre R.

Exemplo 3.5.11. Consideremos a resolução do ideal homogêneo

M =< z3 − yw2, yz − xw, y3 − x2z, xz2 − y2w >

em R do Exemplo 3.4.5. M é a imagem do homomorfismos graduado de grau zero

R(−3)⊕R(−2)⊕R(−3)2 −→ R.

Observemos que

φ1 =




−x 0 y 0
yw −xz −z2 y2

0 w 0 −z
z y −w −x




(onde as colunas geram o módulo siźıgia, Syz(M)), define também um homomorfismo gra-
duado de grau zero

R(−4)4
φ1−−−−→ R(−3)⊕R(−2)⊕R(−3)2.

Notemos que dj = 4, j = {1, 2, 3, 4}, c1 = c3 = c4 = 3 e c2 = 2 na notação acima, então
todas as entradas das linhas 1, 3 e 4 da matriz de φ1 são polinômios homogêneos de graus
4− 3 = 1 e os da linha 2 são de grau 4− 2 = 2.

Definição 3.5.12. Seja M um R-módulo graduado. Uma resolução graduada de M é uma
resolução da forma

. . . −→ F2
φ2−−→ F1

φ1−−→ F0
φ0−−→ M −→ 0,

onde cada Fl é um módulo graduado livre deslocado R(−d1) ⊕ . . . ⊕ R(−dp) e cada homo-
morfismo φl é um homomorfismo graduado de grau zero (de modo que os φl são dados por
matrizes graduadas como definidas acima).

Teorema 3.5.13 (Teorema Siźıgia de Hilbert Graduado). Seja R = k[x]. Então todo R-
módulo graduado finitamente gerado tem uma resolução graduada finita de comprimento no
máximo n.

Demonstração. A demonstração é análoga a do Teorema Siźıgia de Hilbert (Teorema 3.4.3),
com algumas pequenas mudanças. Usaremos a Proposição 3.5.5 sobre M , para termos uma
base de Gröbner reduzida formada por polinômios homogêneos {g1, . . . , gt} e mostraremos
que a base de Gröbner do módulo Siźıgia de M , obtida usando o Teorema de Schreyer
(Teorema 3.2.10), é também um submódulo graduado do módulo livre graduado deslocado
R(−d1)⊕ . . .⊕R(−dt) formado por polinômios homogêneos.
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Observemos então que dados gi, gj ∈ {g1, . . . , gs}, 1 ≤ i < j ≤ s, temos

S(gi, gj) =
mij

TL(gi)
gi −

mij

TL(gj)
gj

= mijigi −mijjgj,
(3.14)

onde mij = MMC(TL(gi), TL(gj)), miji =
mij

TL(gi)
e mijj =

mij

TL(gj)
. Visto que {g1, . . . , gs}

é uma base de Gröbner reduzida formada por polinômios homogêneos de graus d1, . . . , dt,
respectivamente, então miji tem grau dij − di e mijj tem grau dij − dj, onde dij é o grau de
mij. Sendo gk = gk1 + . . .+ gktk , k ∈ {1, . . . , s} e estendendo 3.14 temos

S(gi, gj) = mijigi1 + . . .+mijigiti − (mijjgj1 + . . .+mijjgjtj ), (3.15)

onde cada termo da soma de 3.15 tem grau dij, logo S(gi, gj) é um polinômio homogêneo de
grau total dij.

Visto que, pelo Critério de Buchberger, S(gi, gj) = aij1g1 + . . .+ aijtgt, então o grau total
de aijk é dij − dk, assim

aij = aij1e
d1
1 + . . .+ aijte

dt
t

é um polinômio homogêneo de grau total também dij, onde ed11 , . . . , edtt é a base canônica de
R(−d1)⊕ . . .⊕R(−dt).

Portanto
sij =

mij

TL(gi)
edii − mij

TL(gj)
e
dj
j − aij

= mijie
d1
1 −mijje

dj
j − (aij1e

d1
1 + . . .+ aijte

dt
t )

são polinômios homogêneos.

Exemplo 3.5.14. Do Exemplo 3.4.5, observemos que podemos ter a resolução graduada

0 −→ R(−5)
φ2−−−−→ R(−4)4

φ1−−−−→ R(−3)⊕R(−2)⊕R(−3)2
φ0−−−−→ M −→ 0,

onde φ2, φ1 e φ0 são homomorfismo graduados de grau zero.
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[1] ADAMS, W. W.; LOUSTAUNAU, P. An Introduction to Gröbner Bases. AMS, Provi-
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Neste livro estudaremos a teoria das bases de Gröbner no anel de 
polinômios em várias variáveis sobre um corpo k e no módulo livre 
sobre k. Veremos também como aplicar essa teoria para determinar a 
dimensão de um ideal e calcular o módulo Sizígia e uma resolução livre 
de um submódulo M. Também, usaremos a teoria para demonstrar 
o Teorema Sizígia de Hilbert, e após isto estenderemos para módulos 
graduados, usando ainda a teoria das bases de Gröbner.
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