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Prefacio

Neste livro estudaremos a teoria das bases de Grobner no anel de polinomios em varias
variaveis sobre um corpo k, o qual denotamos por k[xq,...,z,] ou simplesmente k[x], e no
moédulo livre kfzy, ..., x,]™. Veremos também como aplicar essa teoria para determinar a
dimensao de um ideal em k[z1, . .., z,] e calcular o médulo Sizigia e uma resolugao livre de um
submédulo M em k[xq, ..., x,]™. Também, usaremos a teoria para demonstrar o Teorema
Sizigia de Hilbert, e apos isto estenderemos para médulos graduados, usando ainda a teoria
das bases de Grobner.
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Introducao

Quando estudamos Estruturas Algébricas vemos que o anel de polindmios com uma
variavel sobre um corpo k, o qual denominamos por k[z], é um dominio euclidiano e um
dominio de ideais principais (DIP). Ou seja, se um ideal I C k[z] possui um conjunto com ¢
geradores, {f1, ..., fi}, entdo podemos calcular, usando o algoritmo de divisao, um polinémio
p=MDC(f1,..., ft) tal que I = < fi,..., fy >=<p >. Assim para saber se dado f € k[z]
pertence também ao ideal I basta dividir o polinomio f pelo polinémio p, se o resto dessa
divisao for zero, f € I, se for diferente de zero, f ¢ I.

Mas ao passarmos para o estudo do anel de polinomios em varias variaveis sobre um corpo
k, o qual denominados por k[z1, ..., x,] = k[x], as coisas ndo sao tao simples. Diferentemente
do que vemos em k[z|, onde ordenamos os termos de acordo com seu grau, em k[x| nao é
bem assim. Por exemplo, em k[z,y], como decidir quem é maior, 2* ou y*? Entao, antes
de pensarmos em um algoritmo de divisao, precisamos saber como ordenar os monomios em
k[x].

Outro problema que também ¢é encontrado ao trabalharmos no anel k[x] é o fato do mesmo
nao ser DIP. Ou seja, se I C k[x] é um ideal tal que I é gerado por s polinémios, {fi,..., fs},
nao podemos afirmar que exista um polinomio p tal que p = MDC(fy,..., f;) para assim
podermos ter I = < f1,..., fs >=< p >. Assim, para saber se dado f € k[x] também
pertence ao ideal I C k[x] precisamos dividir f pelo conjunto gerador {fi,..., fs}, mas ao
realizarmos essa divisao notamos que o resto nao é unico, independentemente de como se
realize a divisao.

Buscando um conjunto de geradores para o ideal I C k[x], de modo que ao dividirmos
dado f € k[x] por esse conjunto obtenhamos a unicidade do resto, surge a teoria da base
de Grobner, introduzida em 1965 por Bruno Buchberger. Onde teremos um conjunto de
geradores, G = {g1,...,9s}, para I, de modo que f pertence a I se, e somente se, ao dividir
f por G, o resto é zero.

O mesmo problema visto em k[x|, também é encontrado no médulo livre sobre k[x]. Isto
é, dado um conjunto qualquer de geradores para um submdédulo M C k[x]|™, nao teremos a
unicidade do resto ao dividir um elemento p € k[x|™ por qualquer conjunto gerador de M.
Assim a teoria da base de Grobner pode também ser estendida para o médulo livre k[x|™, de
modo a termos um conjunto de geradores para qualquer submédulo M, H = {hy,..., h.},
onde ao dividir dado f € M por H, o resto sempre sera zero.

A teoria possui aplicagoes nos mais diversos campos, aqui estaremos preocupados em
suas aplicacoes na Algebra Comutativa. Usaremos dela para calcular a dimensao de um
ideal I C k[x] e como ferramenta para encontrar o Médulo Sizigia e uma Resolugao Livre de
qualquer submédulo M C k[x|™. E por fim a teoria serd usada para demonstrar o Teorema



Sizigia de Hilbert.

No primeiro capitulo estudaremos ordens monomiais em k[x]| e estenderemos o algoritmo
de divisao visto em k[z] para k[x]. Apos isso estudaremos ideais monomiais e as Bases de
Grobner com suas propriedades para k[x|. J& no segundo capitulo, estenderemos a teoria da
base de Grobner para submddulos M C k[x|™, definindo uma ordem monomial em k[x]|™, um
algoritmo de divisao e as bases de Grobner para qualquer submédulo M C k[x]™. E por fim,
no terceiro capitulo, veremos as aplicacoes mencionadas, onde na tltima secao, estendemos
as Resolugoes Livres e o Teorema Sizigia de Hilbert para médulos graduados.




Capitulo 1

Preliminares

Ao longo deste capitulo veremos como estabelecer uma ordem monomial no anel de po-
linémios em n varidveis sobre um corpo k, k[x], e a partir dai, determinar um algoritmo de
divisdo e definir uma base de Grébner para um ideal em k[x].

Antes disto relembremos que uma relacao R sobre um conjunto S é uma relagcao de
ordem se

i. Para todo x € S temos 2Rz (R reflexiva);
ii. Para todo z,y € S, se 2Ry e yRx, entdo x = y (N é antissimétrica);
iii. Para todo z,y,z € S, se xRy e yRz entdao xRz (N é transitiva).

Alguns exemplos de relagao sao < e > sobre N;Z, Q e R e | sobre N.

Lembremos também que uma relagdo de ordem R sobre um conjunto S é dita relagao
de ordem total se para qualquer z,y € S, tivermos xRy ou yRz.

Denotaremos R o anel k[x] e por x* o mondémio z{'z5?---z%" em k[x], onde o =
(a1,...,00) € Z7.

1.1 Ordens Monomiais e Divisao em R

Sabemos que no anel de polinémios com uma varidvel sobre um corpo k, k[z], temos a
divisao Fuclidiana. Para estender esse algoritmo em R precisamos primeiramente considerar
uma maneira de ordenar os monomios nele contidos.

Definicao 1.1.1. Uma Ordem Monomzal em R é uma relagao > no conjunto de monomios
x* em R (ou equivalentemente nos expoentes o € 721 ) satisfazendo:

1. > € uma relagao de ordem total;

ii. > € compativel com a multiplicacdo em R, ou seja, se x® > x5 ex* ¢ qualquer monémio,
entdo x°x* > xPx?;

1. > € bem-ordenada, ou seja, toda colecao nao vazia de monomios tem um elemento
minimo em >.



Lema 1.1.2. Uma relagao de ordem > sobre Z! ¢ bem-ordenada se, e somente se, toda
sequencia estritamente decrescente em 27

Q1 > Qg > Qg > ...
¢ finita.

Demonstracao. Mostraremos que existe uma sequéncia infinita estritamente decrescente em

" se, e somente se, > nao ¢ bem-ordenada em Z’. Suponhamos primeiramente que >
nao ¢ bem-ordenada em Z’, entao algum subconjunto nao vazio S C Z’ nao tem elemento
minimal. Considere oy € S, como o nao é elemento minimal de S, temos que existe ay € S

tal que a; > an. Continuando esse processo, construiremos a sequéncia
01 > 09 >03 > ...,

ou seja, uma sequéncia infinita estritamente decrescente.

Reciprocamente, suponhamos que S = {a,as,a3,...} C Z" seja o conjunto formado
pelos elementos da sequéncia infinita estritamente decrescente. Entao S nao tem um elemento
minimo, logo > nao é bem-ordenada. O

Temos assim que se > é uma ordem monomial, entao os monomios que aparecem em um
polinémio p € R podem ser ordenados de forma crescente ou decrescente (por a) e em um
processo de divisao (mais detalhes na Proposigao 1.1.11), o0 mesmo possui um ntmero finito
de etapas (por c).

Temos abaixo algumas ordens monomiais usuais.

Definigao 1.1.3 (Ordem Lexicografica). Sejam x* e x? mondémios em R. Dizemos que
XY >, XP se na diferenca o — 3 € Z" a primeira entrada diferente de zero da esquerda para
a direita € positiva.

Definigao 1.1.4 (Ordem Lexicografica Reversa). Sejam x* e x° monémios em R. Di-
26mos que X > epex X° se na diferenca o — B € Z" a primeira entrada diferente de zero da
direita para a esquerda € positiva.

Definigao 1.1.5 (Ordem Lexicogréafica Graduada). Sejam x® e x? monémios em R.

n n n n
Dizemos que X% > grien xP se E o; > E B; ou se E o = E B; € X >pep X
i=1 i=1 i=1 i=1

Definigao 1.1.6 (Ordem Lexicografica Graduada Reversa). Sejam x* e x? monémios

n n n n
em R. Dizemos que X > grevica x” se E o > E B; ou se E o = E Bi € XY > epten X°
; =1 i=1 i=1

i=1 =

Notemos que a ordem lexicografica é andloga a ordem usada para ordenar as palavras no
dicionario.

Exemplo 1.1.7. Sejam 23yz, 2%y%2'% e 2%y%2

2 monémios em R, com x >y > z, logo:




o 322 >, 2%Y°212 >, 2%y 22 pois nas diferencas dos vetores expoentes,

(3,2,1) — (2,6,12) = (1, —4, —11)

(2,6,12) — (2,2,2) = (0,4, 10),
as primeiras coordenadas da esquerda para a direita sao positivas;

o 225212 > ier T2Y%2% > cpien T3Y22 pois nas diferencas dos vetores expoentes

(2,6,12) — (2,2,2) = (0,4, 10)

(2,2,2) — (3,2,1) = (—1,0,1),
as primeiras coordenadas da direita para a esquerda sao positivas;

o 20212 > . 2PYPz > e 27Y?2? pois na soma dos expoentes temos 20 > 6 e na

sequnda relagao temos
3+2+1=2+2+2c¢ a73y2z >lex x2y222;

o 220212 > e TPYP2? > revier ©PY?2 pois na soma dos expoentes temos 20 > 6 e na

sequnda relagao temos

24+24+2=3+2+1e¢ x2y222 > evlen x3y2z.

Definigao 1.1.8. Seja f = > anx® um polinomio nao nulo em R e > uma ordenagao
monomial.

1. O multigrau de f €
MG(f) := max{a € Z}; a, # 0},

onde o maximo € escolhido com respeito a >;

1. O coeficiente lider de f €
CL(f) = apmaf) € k;

11. O monomio lider de f €
ML(f) = xM&W,

w. O termo lider de f ¢é

TL(f) == CL(f).ML().

Definimos CL(0) = M L(0) = TL(0) = 0.



Exemplo 1.1.9. Consideremos f = 4x?yz® + 22%y32 — 523y + 232 € Q[z,y, 2], com as
varidveis ordenadas usualmente (r > y > z). Usando a ordem lexicogrdfica temos que
MG(f) = (3,1,0), CL(F) = =5, ML(f) = 2%y e TL(f) = —523y. Agora usando a ordem
lexicogrdfica reversa temos MG(f) = (3,0,1), CL(F) = 1, ML(f) = 23z e TL(f) = 23z.
Na ordem lexicogrdfica graduada temos que MG(f) = (2,2,1), CL(F) =2, ML(f) = 2*y*z
e TL(f) = 22%y?. E na ordem lexicogrdfica graduada reversa temos MG(f) = (2,1,3),
CL(f) =4, ML(f) = 2%yz® e TL(f) = 42?y2>.

Consideraremos que o anel de polindmios R estard sempre munido de uma ordenacao das
variaveis e de uma ordem monomial fixada.

Lema 1.1.10. Sejam f,g € R polinomios nao-nulos.
a. MG(f.g) = MG(f) + MG(g);

b. Se f+g # 0, entdo MG(f + g) < max{MG(f), MG(g)}. Além disso, se MG(f) #
MG(g), entao
MG(f +g) = max{MG(f), MG(9)},

e, se MG(f) = MG(g) com TL(f) = —TL(g), entdo

MG(f+g) < max{MG(f), MG(g)}.
Demonstracao.

a. Podemos supor que f = Zaixai eqg= ijxﬁj, onde MG(f) = ay e MG(g) = pi.
i=1 j=1
Assim

n m n m
fg = Z ;X Z bx" = Z Z a;bjxith
i=1 j=1

i=1 j=1

n n m
= Z aiblxaﬁ_ﬁl + Z Z aibjxaiJrﬁf
i=1

i=1 j=2

n n m
_ alblxaﬁ-ﬁl + Z aib2xai+52 + Z Z aiijai+ﬁj-

i=2 i=1 j=2

Como ay + 1 > o; + f; para todo 1 < i <n, 1 <j <meab #0 (pois k é corpo),
entao

MG(f.g) = a1+ B = MG(f) + MG(g).

b. Se f e g sdo polinémios tais que f+¢g # 0, entao o MG(f+g) esta definido. Suponhamos
a principio que MG(f) # MG(g). Neste caso, é facil ver que

MG(f +g) = max{MG(f), MG(g)}.

Entretanto, se MG(f) = MG(g) temos que analisar duas possibilidades:



1. TL(f) = -TL(g).
Neste caso, os termos lideres se anulam e, por isso,

MG(f +g) < MG(f) = MG(g),

ou seja,
MG(f +9g) <max{MG(f), MG(g)}.

2. TL(f) # —TL(g).
Neste caso, os termos lideres nao se anula e, por isso,

MG(f +g) = MG(f) = MG(g).

Por fim, apresentaremos um algoritmo para a divisao em R.

Proposicao 1.1.11. Seja F = {f1,..., fs} um conjunto de polinémios nao nulos em R.
Entao todo f € R pode ser escrito da forma

f=a1fi+...+asfs +,

onde a; € R er =0 our é uma combinacao linear de monomios com coeficientes em k, de
modo que nenhum deles € divisivel por algum termo lider de fi,..., fs. Chamaremos r de
resto de f numa divisao por F. Além disso,

ML(f) = max{max{ML(a;) M L(f;)}, ML(r)},
ied{i,... s}
Demonstracao. Podemos ter as seguintes situacoes:
(A1) existe TL(f;) que divide TL(f);
(B1) nao existe TL(f;) que divida TL(f),

onde i = {1,...,s}. Caso ocorra (A;) para mais de um f;, seja f;, qualquer um deles.
Definamos TL()
— ———f;., caso ocorra (A
p=3 T ()

f—=TL(f), caso ocorra (B)
Em todo caso, podemos escrever
[ =ai [y +p1+11,
TL(f)

onde a;, = T e, = 0, caso ocorra (Ay), ou a;, = 0er = TL(f), caso ocorra (By).
i1

Notemos que r; € uma combinacao linear de monomios tais que nenhum deles é divisivel por

algum termo lider de fi,..., fs.

Se T'L(f;) nao divide nenhum termo de p;, para qualquer ¢ € {1,...,s}, ou p; = 0,
entao a proposicao fica provada, basta fazer r = p; 4+ r;. Caso contrario, temos as seguintes
situacoes:



(As) existe TL(f;) que divide T'L(p;);
(Bs) nao existe TL(f;) que divida T'L(py).

Tomemos f;, do mesmo modo que f;, e definamos

TL
b1 (p1)

pp=9 " TL(fu)
p1 —TL(p1)  caso ocorra (Bs)

fi, caso ocorra (As)

Em todo caso podemos escrever
f=ai fi, + iy fi, + p2 + 11+ 12,

TL
onde a;, = TL(p) e ry = 0, caso ocorra (Asg), ou a;, = 0 e ry = T'L(p,), caso ocorra (Bs).

. TL(f) . L
Além disso, | + 72 tem a mesma propriedade do r; descrita acima.

Se T'L(f;) nao divide nenhum termo de po, para qualquer i € {1,..., s}, ou p; = 0, entao
a proposicao estd provada, bastando fazer r = py, + r1 + 1. Caso contrario, de maneira
andloga construimos um ps e assim sucessivamente. Observemos que se p; = 0 para algum
j € Z, implica na proposi¢ao provada. Suponhamos entao que esse processo nao terminasse.
Terfamos assim uma sequéncia de p’s tais que p; # 0 para todo j, aplicando o Lema 1.1.10
e pela forma que os pjs sdo definidos, temos

MG(p,) > MG(py1).
Obtendo assim uma sequéncia infinita estritamente decrescente em Z7
MG(pl) > MG(pQ) >,

o que implica que > nao é bem-ordenada, pelo Lema 1.1.2. Gerando um absurdo, visto que
a ordem monomial > é bem-ordenada. Logo, devemos chegar a uma certa etapa [ em que
p = 0 e consequentemente, o processo de construgao dos p; deve encerrar nessa etapa e
teremos f =ayf1+ ... +asfs +r,onder =r; +...+ 1.

Para a segunda parte, observemos que se A; ocorrer, entao M L(f) = M L(a;, )M L(f:,),
e caso A; nao ocorrer, temos ML(f) = ML(r). O

Denotaremos por f o resto da divisao de f por F.

Exemplo 1.1.12. Sejam f = zy*> —x e [ C Clx,y] o ideal gerado por {zy + 1,y* — 1}.
Considerando a ordem monomial lezicogrdfica e dividindo f por fi = xy +1 e fo = y? — 1,
temos duas possibilidades:

f=ylazy+1)+ 0" — 1)+ (—z —y)

f=0(xy+1)+a(y*—1)+0.

O exemplo acima esclarece que o resto pode nao ser unico. Ja que, um ideal nao nulo
admite mais de um conjunto de geradores. Uma pergunta natural seria saber se existe um
conjunto de geradores do ideal de tal forma que tivéssemos a unicidade do resto. Tal pergunta
serd respondida na Proposicao 1.3.3.



1.2 Ideais Monomiais

Os ideais que apresentaremos nesta se¢ao desempenham um papel fundamental para en-
contrarmos um conjunto de geradores GG para um ideal I C R, de tal forma que ao dividirmos
dado f € R por GG, obtermos a unicidade do resto.

Definicao 1.2.1. Um ideal I C R € dito um tdeal monomaial quando admite um conjunto
de monomios que geram I.

Ou seja, existe um subconjunto A C Z%} de modo que I consiste de todos os polinomios que

sao somas finitas da forma Z hox®, onde h, € R, a € A. Escrevemos [ =< x% a € A >.
acA

Lema 1.2.2. Seja I =< x*a € A > um ideal monomial. Um monomio x° € I se, e
somente se, x° € divisivel por X, para algum o € A C 7y .

Demonstragdo. Suponhamos que x° é miltiplo de x®, entdo, pela definicio de ideal, x? € I.
S
Reciprocamente, seja x? € I, assim x° = Z h;x%, onde h; € R e a; € A. Distribuindo

i=1
os produtos, agrupando os termos semelhantes e eliminando os termos nulos, temos

t

B _ o7
x” = ;X"

=1

onde a,, € k e x% ¢ divisivel por algum x®. Como o lado esquerdo da igualdade ¢ um
monomio, entao o lado direito também é, assim ¢ =1 e a,, = 1, ou seja,

xP = xn,
Visto que algum x® divide x, segue que x% divide x”. O
Proposicao 1.2.3. Seja I um ideal monomial e seja f € R. Sao equivalentes:
a. fel;
b. Todo termo de f pertence a I;

c. f € uma combinacao linear de monomios em I.

Demonstracao. Notemos que as implicacoes ¢ = b = a sao triviais, assim, basta mostrar
que a = c.
Por hipétese, I ¢ um ideal monomial. Suponhamos que f € I =< x%a € A C Z} >,

logo
f = Z hixai,
i=1

onde h; € R e a; € A. Efetuando os produtos, agruparmos os termos semelhantes e elimi-
nando os termos nulos, temos
t
f = E a’ij'Yj’
Jj=1



onde a,, € k e cada termo do lado direito da igualdade ¢ divisivel por algum x®. Assim,
pelo Lema 1.2.2, cada parcela de f pertence a I, portanto f é uma combinacao linear de
monomios de 1. O

Uma consequéncia da Proposi¢ao acima é

Corolario 1.2.4. Dois ideais monomiais sao iguais se, e somente se, contém o0s Mesmos
monomios.

Antes de seguimos com o proximo resultado, iremos lembrar do seguinte conceito: um
anel A (comutativo) é dito Noetheriano quando todo ideal I C A é finitamente gerado.
Sabemos que todo corpo é Noetheriano, assim o Teorema da Base de Hilbert ( mais detalhes,
veja em [1], capitulo 7) nos garante que R ¢ um anel Noetheriano.

Lema 1.2.5 (Lema de Dickson). Um ideal monomial [ =< x“;a € A >C R pode ser escrito
da forma
I =< x™ ... x% >,

onde ay, ..., o, € ACZY.

Demonstra¢ao. Sabemos que R é um anel Noetheriano, logo [ ¢ finitamente gerado. Seja
entdo [ =< ¢1,...,q; >, onde g; € R, i € {1,...,t}. Como ¢g; € [ =< x*;a € A >, entdo

l;
= - xPis . €R ‘ d t
g = a;; X", com a, , ou seja, podemos tomar
7=1

I:<xﬁll,...,xﬁ”l,...,xﬁtl,...,x'gtlt > .
Visto que I C< Xﬂll,...,xﬁlll,...,xﬁtl,...,xﬁ”t > e que dado
fe< x/Bll,...,xﬁlll,...,xﬁtl,...,xﬁtlt >,

temos pela pela Proposigao 1.2.3 que f € I, ou seja,
< xﬁll,...,xﬁlll,...,xﬂtl,...,xﬁtlt >C 1.

Pelo Lema 1.2.2 temos que cada x5 ¢ divisivel por algum x% com o € A. Enumerando
os o’s de 1 até s, segue que [ =< X, ... X% >,
O

Definigao 1.2.6. Seja I C R um ideal.

i. Denotamos por TL(I) o congunto formado pelos termos lideres de I, isto é,

TL(I)=A{cx*3 felcomTL(f)=cx"};

it. Denotamos por < TL(I) > o ideal gerado pelos elementos de TL(I).
Notemos que no caso de I ser o ideal nulo, temos TL(I) = {0}.

Proposicao 1.2.7. Seja [ C R um ideal.



a. <TL(I)> € um ideal monomial;
b. Ezistem ¢, ...,9s € I tais que <TL(I) >=<TL(¢g1),...,TL(gs) >.

Demonstracao. Notemos que se I é o ideal nulo entao a e b sao triviais. Assim, seja [ um
ideal nao nulo.

a. Os monomios lideres de elementos f € I — {0} geram o ideal monomial
<ML(f): felI—-{0}>.
Note que T'L(f) e ML(f) se diferem apenas por uma constante nao-nula, logo
<ML(f): fel—={0} >=<TL(f): felI—-{0} >=<TL(I) >,
ou seja, < T'L(I) > ¢ um ideal monomial.

b. Observemos que < T'L(I) > é gerado por mondémios M L(g), com g € I — {0}. Assim,
pelo Lema de Dickson, temos

< TL(I) >=< ML(gy), ..., ML(g,) >,

onde g; € I,i € {i,...,s} Como ML(g;) e TL(g;) se diferem apenas por uma constante
nao-nula, concluimos que

<TL(I) >=<TL(¢1),...,TL(gs) > .

1.3 Base de Grobner

Para resolvermos o problema de determinar se um elemento f € R pertence a um ideal
I C R, o resto ser zero, ao dividir f por um conjunto qualquer de geradores de I, usando
o algoritmo da divisdo (Proposi¢ao 1.1.11), nao é condi¢ao necesséria. Contudo existe um
conjunto gerador de I de modo que r = 0 independente da ordem que se realize no algoritmo
da divisao. Ou seja, um conjunto gerador, onde nao ocorra o que vimos no Exemplo 1.1.12.

Defini¢ao 1.3.1. Seja I C R um ideal nao nulo. Uma base de Grébner para I (com
respeito a ordem monomial fizada) é uma colegao finita de polinomios G = {g1,...,g9s} C I
com a propriedade de que para todo f € I, TL(f) € divisivel por TL(g;) para algum i €
{1,...,s}, ou seja,

<TL(g1),...,TL(gs) >=<TL(I) > .

Se I é o ideal nulo, entao tomamos G' = () por convencao.

Lema 1.3.2. Todo ideal I C R tem uma base de Gréobner. Além disso, se G = {g1,...,9s}
€ uma base de Grobner para I, temos que [ =< g1,...,gs >.



Demonstracao. Se I é o ideal nulo, temos que G = ). Seja entao I um ideal nao nulo,
notemos que por b da Proposicao 1.2.7, existem g¢1,...,gs € I tais que

<TL(I) >=<TL(¢1),...,TL(gs) > .

Assim provamos a existéncia de uma base de Grobner.
Agora vamos provar a segunda parte do Lema. Observemos primeiramente que

< G1y...,0s >C 1,

pois cada g; € I. Reciprocamente, seja f € I, entao dividindo f por gy, ..., gs chegaremos a
uma expressao do tipo

f=a191+ ...+ asgs +,

onde 7 = 0 ou r é uma combinacgao linear de monomios com coeficientes em k, de modo que
nenhum deles é divisivel por algum termo lider de ¢4, ..., gs. Reescrevendo a expressao acima
de modo conveniente, temos que

r=f—aig1 — ... — as9s.

Ser # 0, entao TL(r) e< TL(I) >=<TL(¢1),...,TL(gs) >. Assim, pelo Lema 1.2.2 temos
que TL(r) é divisivel por algum T'L(g;), o que é uma contradi¢do. Logo r = 0 e assim

f=a1g1+ ...+ asgs,
ou seja, f €< ¢g1,...,9s >, entao I C< gq,...,9s >. Portanto [ =< g1,...,g9s > O

A base de Grobner possui a propriedade que nos permite identificar se dado elemento f
em R pertence ou nao a um ideal I C R.

Proposicao 1.3.3. Seja G = {g1,...,9s} uma base de Grébner para um ideal I C R e seja
f € R. Entao, existe um unico r € R tal que:

a. Nenhum termo de r € divisivel por algum TL(gy),...,TL(gs);
b. Fxiste g € I tal que f =g+ .

Em particular, r é o resto da divisao de f por g, nao importando como os elementos de G
estao ordenados quando usamos o algoritmo da divisao.

Demonstracao. Vamos mostrar a existéncia e a unicidade.
o Fmisténcia: Pelo algoritmo da divisao temos que
f=a1g1+ ... +asg9s+r.

Assim r satisfaz a. Como ¢; € I, entao a1g1 +...+asgs =g € I, logo f = g+, o que
verifica b.



e Unicidade: Suponhamos que existam g¢i,go,71,72 tais que f = g1 + 71 = g2 + 1o
satisfazendo a e b. Assim, ro — 1y = g1 — g2 € I. Se 11 # 19, entao

TL(ro—r) e<TL(I) >=<TL(¢1),...,TL(gs) > .

Deste modo, pelo Lema 1.2.2, concluimos que T'L(ry — ) é divisivel por algum T'L(g;),
i€{l,...,s}, o que é uma contradigao, pois nenhum termo de r; ou ry é divisivel por
TL(g;). Assim, r; —ro = 0, ou seja, r; =13

|

Essa proposicao nos garante que ao dividir f € I por uma base de Groébner o resto é
unico. Mas os quocientes a; € R produzidos na divisao, f = a191 + ... + asgs, podem ser
diferentes.

Corolario 1.3.4. Seja G = {g1,...,9s} uma base de Grébner para o ideal I C R e seja
f € R. Entao f € I se, e somente se, o resto da divisao de f por G € zero.

Demonstracao. Sejar o resto da divisao de f por G. Ser = 0, entao f = a1g1+...+asgs € I.
Reciprocamente, se f € I, entao da igualdade f = f 40 e da Proposigao 1.3.3, temos que
o resto da divisao de f por G é zero. O

Definicao 1.3.5. Sejam f,g € R polinomios nao nulos tais que
TL(f) = x® e TL(g) = dx”,

onde ¢,d € k e o, € Z%. Seja x* o minimo maltiplo comum (MMC) de x* e x*. O
S-Polinémio de | e g, denotado por S(f,g), € o polinémio

x7 x7

TL) " TLg)”

S(f,9) =

Exemplo 1.3.6. Sejam f = 2%y — 22%y* + v e g = 32* —y em Q[z,y]. Usando a ordem
monomial lexicogrdfica, temos que TL(f) = 23y e TL(g) = 3x*, logo 0o MMC(23y, z1) = 2ty

e assim
aly . g 2,2 Y o4
S(f.9) = E(w y =207y + ) = o3 (327 — )
= 2(a’y — 2% + ) - 5(3a" —y)
= 2ty — 2039 + 2% — 2ty + y;
= 22%% + 2% + y_2

3

Notemos que o S-polinémio S(f,g) é constituido de modo que haja cancelamento de
termos lideres.



Lema 1.3.7. Considere a soma Zcifi, onde ¢; € k e MG(f;) = 6 € Z para todo i =
i=1

=1

1,...,s. Se

s

entao Zc,fz € uma combinagao linear com coeficientes em k dos S-polinomios S(f;, ft),
i=1
para 1 < j,t <s. Além disso, MG(S(f;, fr)) < 0.

Demonstracao. Seja d; = CL(f;), para todo i € {1,..., s}, assim ¢;d; é o coeficiente lider de
S

¢ifi. Visto que MG(c;f;) = 6, para ¢; # 0, e que MG (Z cifz-) < ¢, entao o coeficiente

=1
s

relacionado a & é zero, ou seja, g c;d; = 0.
i=1

Consideremos p; = d—z (observemos que C'L(p;) = 1) e a soma
i

Z cifi = Z cid;p;

i=1 =1
= cdi(pyr — p2) + (crdy + cody)(p2 — p3) + ... +
(Cldl + ...+ Cs—lds—l)(ps—l - ps) + (Cldl + ...+ Csds)ps~

(1.1)

Por hipétese, TL(f;) = d;x°. Logo, o MMC(ML(f;), ML(f;)) = x° e portanto

x? x?
S(fi, fr) = T(fj)fj - mft
x4 x/
= ij - @ft
= Dj — Pt

S

Usando esta equacao e o fato de Z c;d; = 0, temos que a soma 1.1 se torna
i=1

s

Zcifi =c1diS(f1, f2) + (erdy + cad2)S(f2, f3) + ..+ (crdy + .+ cso1ds1)S(fso1, f)-

i=1

Para a segunda parte, como p; e p, tém multigrau J e coeficiente lider 1, entao MG (p; —
pe) < 0. Visto que S(f;, ft) = pj — pi, entdo MG(S(f;, fr)) < 6. O

Proposicao 1.3.8 (Critério de Buchberger). Seja I =< ¢1,...,gs > um ideal de R. Entao
G=A{q1,...,9s} € uma base de Grobner se, e somente se, para todo i # j, o resto da divisao
de S(gi,9;) por G (listados em qualquer ordem) € zero.



Demonstragao. Suponhamos que G é uma base de Grobner, entdo, como S(g;,9;) € I, o
resto da divisao por G é zero, pelo Corolario 1.3.4.

Reciprocamente, suponha que o resto da divisao de cada S-polinémio por G seja zero.
Nosso objetivo serd mostrar que dado f € I — {0}, entdao TL(f) €< TL(g1),...,TL(gs) >.
Com efeito, como f € [ =< gy,...,9s >, existem polinomios h; € R tais que

[ = Zhigi' (1-2)

Pelo Lema 1.1.10, temos
MG(f) < max{MG(h;g;)}. (1.3)

Perceba que se a igualdade nao ocorrer em 1.3, entao deve ocorrer cancelamento de termos
lideres em 1.2, e pelo Lema 1.3.7 todo cancelamento de termos lideres se da por S—polinémios,
entao poderemos reescrever isto em termos destes. A ideia sera utilizarmos a hipdtese de que
os S-polindomios possuem resto zero ao serem divididos por G, e isto nos permitira substitui-
los por expressoes que envolvam menos cancelamento, ou seja, vamos obter uma expressao
para f com menos cancelamentos dos termos lideres. Continuando esse processo, obteremos
em alguma etapa uma expressao para f sem cancelamentos de termos lideres, tal que

MG(f) = max{MG(higi)},

para algum i, ou seja, T'L(f) é divisivel por T'L(g;), dai concluiremos a demonstracao.
Seja oy = MG(h;g;) e defina 6 = max{ay,...,as}. Assim

MG(f) <o.
Considere agora todos os possiveis modos de escrever f na forma f = Z h;g;. Para cada
i=1

possibilidade, temos possivelmente um 0 diferente. Porém, como toda ordem monomial é
uma boa ordenagao, podemos escolher uma expressao para f tal que 6 é minimo. Devemos
mostrar que para este d minimo escolhido, o MG(f) = ¢, pois assim, vale a igualdade de 1.3
e, consequentemente, T'L(f) €< TL(g1),...,TL(gs) >.

Suponhamos por contradigao que MG(f) < d e escrevemos f convenientemente de modo
a isolar os termos de multigrau o

[ = Z hig; + Z hig;

a; =0 a; <O

= (TL(h:) + hi = TL(h))gi + > higs (1.4)
a; =0 ;<8

= > TL(h)gi+ Y (hi = TL(h:))gi + Y hig.
a; =0 ;=08 ;<0

Note que todos os polinomios que aparecem na segunda e terceira soma da tltima igual-
dade tém MG < 6. Deste modo, a hipdtese de que MG(f) < ¢ implica que a primeira soma
tem multigrau menor que 9, ou seja,

MG (Z TL(hi)gZ) < 4.

a; =0



Seja TL(h;) = ¢;x%. Entao

Z TL(h Z X ﬁlg,

;=6 ;=6

satisfaz as hipéteses do Lema 1.3.7 com f; = x%¢;, e portanto este cancelamento pode ser
escrito como uma combinagao linear de S-polindmios S(x% g;, x* g ). Contudo,

) )
S(Xﬁjg, xﬁ’“gk) — X—Xﬁjg. _ X—Xﬁkgk
I x%TL(g;) 7 xPTL(g)
X5 X(S
= gi — 9k
TL(g;)”  TL(gk)
X(S—’ij+’7jk X5—’7jk+’ij
= g; — 9k
TL(g;) ™ TL(g)

=x"" 1% S(35, gr),

onde x7%% = MMC(M L(g;), M L(gx)). Logo, existem constantes c;, € k tais que

Z TL(h;)g; = Z cjkx‘s_mS(gj, Jk)- (1.5)

a; =0 jk

O préximo passo é usar nossa hipétese de que o resto de S(g;, gx) na divisdo por g, ..., s
ser zero. Usando o algoritmo da divisao, isso significa que cada S-polinomio pode ser escrito
na forma

S(g;, 9r) Z i, Go,

onde aji, € R.
Sabemos ainda, pelo algoritmo da divisao, que

MG(ajr,g0) < MG(S(g5, 98)), (1.6)
para todo j,k de 1.5 ev € {1,...,s}. Intuitivamente, isso mostra que quando o resto é zero,
podemos encontrar uma expressao para S(g;, gx) em termos de G onde nem todos os termos

lideres se cancelam.
Para explorar isso, multipliquemos S(g;, gx) por x°~7* para obter

X" S(g;, gx) megl, (L.7)

onde by, = x°Yika ;. . Entdo, novamente pelo Lema 1.3.7, temos
MG(bjuq) < MG(x""3(gj, gi)) < 0.

Substituindo a expressao 1.7 em 1.5 obtemos

Z TL(h;)gi = Z x2S (g5, gr) Z Cjk (Z b]k;Ql) = Z higi, (1.8)
;=0 ik 7



onde h; € R, e conclufmos assim que MG(h;g;) < d, para todo i.
Finalmente, substituindo 1.8 em 1.4 obtemos uma expressao para f como combinagao

dos polinomios g.s, onde todos tém multigrau menor que §, o que contradiz a minimalidade
de ¢. Portando MG(f) = max{MG(h;g;)} e assim TL(f) €< TL(g1),...,TL(gs) >. O

O Critério de Buchberger, também é conhecido como Critério dos S-pares de Buchberger,
é um dos resultados mais importantes na teoria das Bases de Grobner. Através dele temos
um método para identificar quando uma base é de Grobner ou nao.

Exemplo 1.3.9. Seja I =< —y + 2%, —z + 23 >C R um ideal. Vamos mostrar que G =
{—y+2?, —z+23} é uma base de Grobner considerando a ordem lexicogrdfica comy > z > .
Considere f = —y + 2% e g = —2 + 23. Notemos que TL(f) = —y e TL(g) = —z, assim

MMC(ML(f), ML(g)) = yz.

Logo, o S-polinémio S(f,g) € dado por

2 2
S(ha) = eyt = et
= yz—21® —yz +yx?
= yad — za?

Dividindo S(f, g) por f e g temos

yr® — za® = =2’ (—y + 2%) + 2% (—2 + 2°),

ou seja, o resto € zero. Logo pelo Critério de Buchberger, G ¢ uma base de Grébner para o
wdeal I.

Até agora sabemos dizer se um conjunto de geradores é uma base de Grobner ou nao.
Mas cabe perguntar, como produzir uma base de Grobner. Para isto, temos o Algoritmo de
Buchberger, que nos ajudard a encontrar uma base de Grobner para um ideal de R.

A ideia central do Algoritmo de Buchberger ¢ tentar expandir o conjunto original de
geradores, Fy = {f1,..., ft}, a uma base de Grébner, adicionando os restos nao nulos de
S(fi, fj), i # j, na divisdo por F, onde F' é o conjunto de geradores em um determinado
momento do processo.

Observemos que o processo € finito, pois caso contrario, terfamos em cada etapa que

- F

o resto de algum S(f;, f;) na divisao por F' ¢ diferente de zero, ou seja, S(f;, f;) # 0, e
——F

assim fazendo f; = S(fi, f;) e o acrescentando a F', obterfamos um novo conjunto, Fy, de

geradores. E consequentemente poderiamos obter um conjunto infinito de geradores para o
ideal I, contrariando o fato de R ser Noetheriano.

Exemplo 1.3.10. No ezemplo 1.1.12 vimos que ao dividir f = xy* —x por fi = zy+1 e
fo = y*> — 1 o resto nao era tnico, ou seja, {fi, fo} nao é uma base de Grébner. Notemos
entdo que, sendo S(f1, f2) = © +y e como nenhum monémio de S(fi, fo) é divisivel pelos
termos lideres de f1 e fy, entao S(fl,fg)F = x +y. Adicionando f3 = x +y a F, temos
assim S(f1, fg)F =0, como gostariamos.



Agora também temos que calcular S(f1, f3) e S(fe, f3)-

S(fifs) = —v*+1 = —fo

S(fa f3) = —y*—2 = —yfo—f,
ou seja, S(fl,fg)F =0e S(fz,fg)F = 0. Portando F = {f1, f2, f3} € uma base de Grébner.
Exemplo 1.3.11. Seja I o ideal gerado por F = {f1, fo}, onde fi = 2?y—1 e fo = xy*—x, em
Clz,y]. Consideremos a ordem lexicogrdfica com x >y, logo MMC(TL(f1), TL(fs)) = x?y?

e asstm - -
T

T
S(f1, f2) = 1’22;/ (ny —-1)— x;/z (ny —x) = 2 — Y.

———F
Notemos que ndo podemos dividir S(f1, fa) pelor termos lideres de f e fa, logo, S(f1, f2) =
2?2 —y. Porém ao adicionarmos f3 = x* —y ao conjunto original de geradores F, temos

—F
S(fi, f2) =0.
Calculando S(f1, f3) temos

x? z?
SUifo) = 5 (@t = 1) = 5 (@ ) =P - 1,

que também ndo € divisivel por nenhum termo lider de F = {fi, fo, f3}, logo S(f1, f3)F =

y? — 1, entdo acrescentamos fy, = y> — 1 a base de geradores de I, ou seja, a F, assim,

S(h ) =0.

Notemos ainda que

S(fi, fa) = z? -y = J3;
S(fa fs) = —2*+y* = —fa+yfs
S(fo, f1) = —x+x = 0;
S(fs, fo) = 22—y = fi—yh

Ou seja, S(fr, f1) = S f3). = S 1) = S(fs, 1) =0, e assim, F = {f1, fo, fs, fu}

¢ uma base de Grobner para o ideal I.

Notemos que em geral as bases de Grobner construidas usando o algoritmo de Buchberger
sao maiores que o necessario, para resolver isso, temos

Proposicao 1.3.12. Seja G uma base de Grobner do ideal I C R e p € G um polinémio tal
que TL(p) €< TL(G — {p}) >. Entao G — {p} também é uma base de Grébner para I.

Demonstragao. Ja sabemos que < T'L(G) >=< TL(I) >. Suponhamos que
TL(p) €< TL(G — {p}) >,

entdo < TL(G — {p}) >=< TL(G) >. Logo, por definigao, G — {p} também é uma base de
Grobner para 1. O

Definigcao 1.3.13. Uma Base de Grobner Minimal para um ideal I C R € uma base de
Grobner G de I tal que:



i. CL(p) =1, para todo p € G;
ii. Para todo p € G temos que TL(p) nao pertence a < TL(G — {p}) >.

Exemplo 1.3.14. No Ezemplo 1.5.11 vimos que fi = 2%y — 1, fo=ay?> —z, fs =22 -y ¢
f1=1y?—1. Notemos que TL(f1) = 2®y = yT L(f3), entio pela Proposicdo 1.3.12, podemos
retirar fi. Do mesmo modo TL(f2) = xy? = xTL(f4) e assim podemos também retirar fs.
Logo { fs, f1} formam uma base de Grébner minimal de I.

Observemos que na base de Grobner minimal, pode existir algum p € G tal que TL(p) ¢<
TL(G — {p}) >, mas algum monoémio de p (diferente de T'L(p)) pode estar em < TL(G —

{r}) >.

Definicao 1.3.15. Uma Base de Grobner reduzida para um ideal I C R é uma base de
Grobner G para I tal que:

i. CL(p) =1, para todo p € G;
it. Para todo p € G, nenhum mondémio de p pertence a < TL(G — {p}) >.

Exemplo 1.3.16. Vimos no Exemplo 1.3.10 que F = {f1, fa, f3} € uma base de Grébner
para o ideal I C Clz,y]. Observemos agora que zy + 1 = —(y*> — 1) + y(z + y), ou seja,
fi € I =< fa,f3 >C Clz,y]. Logo, podemos tomar F = {fs, f3}, que satisfaz as duas
condi¢oes para uma base de Grobner reduzida.

Observemos que um ideal pode ter mais de uma base de Grobner. Se no Exemplo 1.3.9
tivéssemos considerado a ordem lexicografica graduada com z > y > z, entao o conjunto
{2% —y, 2y — 2,22 — y?,y° — 2?} formaria uma base de Grobner reduzida para I, e nao o
conjunto {—y + 2% —z + 23}.




Capitulo 2

Base de Grobner para Submoddulos em
Rm

Neste capitulo vamos expandir a teoria vista no capitulo anterior para o R-modulo li-
vre R™, ou seja, determinar um algoritmo de divisao e um conjunto gerador G para um
submédulo M C R™, tal que, ao dividir dado elemento f € M, o resto sempre sera zero.
E assim podermos determinar se um elemento f € R™ pertence ou nao a um submodulo
M cC R™.

2.1 Ordens Monomiais e Divisao em R
Um monémio m em R™ é um elemento da forma x%e; para algum ¢ € {1,...,m}, onde

m contém o vetor canonico e;. Todo elemento f € R™ pode ser escrito de maneira Unica
como uma combinagao linear de mondémios com coeficientes em k (k-combinagao linear),

=1

onde ¢; € k e ¢; # 0 (Proposigao 1.6 do Capitulo 5 de [1]).
Exemplo 2.1.1. Em k[x,y]?,

S5ry? — y'® + 3 x1y? yt0 1 0 0 0
f= 4a + 2y =51 0 | =] 0 | +3|0|+4|2®|[+2]|y|+16]0
16x 0 0 0 0 0 T

= 5xy2el — yloel + 3ey + dadeq + 2yes 4 16zes3,
que € uma k-combinacao linear de monomios.

Em alguns momentos, denotaremos um elemento f € R™, onde

h
f2

f= = fie1 + faea + ...+ frmlm,

f



por (f17f27' --:fm)v tal que fz S Ra (S {17 . am}‘

O produto em de um monomio m por um elemento ¢ € k é chamado de termo e ¢ é
chamado de coeficiente. Dado f € R™, dizemos que os termos ¢;m;, ¢; # 0, e 0s monomios
correspondentes m;, pertencem a f (ver 2.1).

Sejam m e n monémios em R™, onde m = x%¢; e n = x’¢;, dizemos que n divide m (ou
m ¢é divisivel por n) se, e somente se, i = j e x” divide x°.

Se n divide m definimos o quociente m/n com x%/x” € R (ou seja, m/n = x*~#). Note
que o quociente é um elemento do anel R, e se n divide m, temos (m/n)n = m, como se
deseja. Se m e n sao monomios contendo o mesmo elemento da base canonica e;, definimos o
mdzximo divisor comum, MDC(m, n), e o minimo maultiplo comum, MMC(m, n), ambos em
R™, para serem o maior divisor comum e o menor multiplo comum, respectivamente, de x“
e x” em e;. Se m, n contém diferentes vetores canénicos, MMC(m,n) = 0.

Dizemos que um submédulo M C R™ é um submdédulo monomial se M pode ser
gerado por uma colecao de monomios.

Vimos que nos ideais monomiais, para saber se f € R pertence ou nao ao ideal, bastava
checar se todo termo de f pertence ao ideal. Veremos que os submoédulos monomiais também
tem uma propriedade similar a essa.

Proposicao 2.1.2.

a. Todo submdédulo monomial de R™ € gerado por uma colecao finita de monomios.

b. Toda cadeia ascendente infinita My C My C ... de submddulos monomiais de R™
estabiliza. Ou seja, existe um N tal que My = My = ... = Myy; = ... para todo
[ >0.
Demonstracao.

a. Notemos que R™ é finitamente gerado como R-mdédulo, logo R™ é Noetheriano e assim,

M ¢ finitamente gerado (mais detalhes em [1], capitulo 6). Seja M =< g1,...,9: >,
l.

com g; € R™, i€ {1,...,t}. Como g; € M, entdo g; = Zaijmij, com a;; € R, ou
Jj=1
seja, podemos tomar

M=<my,...my ... omy,. .. ;o >.

Nos restringindo aos m;; tais que os vetores canonicos sao os mesmos, podemos usar o
Lema 1.2.2 (pois My = M N Rey = Iyeq, com Iges = I, um ideal em R), e assim temos
que para cada m;; = x%is es existe um my = x“*e, € M, tal que x* divide xii , ou
seja, my, divide m;; . Enumerando os my, de 1 até r e eliminando os termos repetidos,
temos M =< my,...,m, >.

b. Segue do fato de R™ ser um mddulo Noetheriano.




Vimos na demonstracao da parte a da Proposicao 2.1.2 que sendo M =< my,...,m; >
um submédulo monomial e dado f € R™, entao f € M se, e somente se, todos termos de
f forem divisiveis por algum m;, ¢ € {1,...,t}. Logo se estamos estudando submddulos
monomiais, j& sabemos resolver o problema de um elemento pertencer ou nao ao submaédulo.

Para estendermos a teoria das bases de Grébner para submédulos de R™, precisamos
definir uma ordem nos monoémios, ter um algoritmo de divisao e estender o algoritmo de
Buchberger para R™.

Definicao 2.1.3. Uma ordem monomial em R™ é uma relacdo de ordem > mos monomios
de R™ satisfazendo:

1. > € uma ordem total;

1. Para todo par de monomios m,n € R™ com m > n, temos X*m > x*n para todo
x*#0 € R;

1. X*m > m para todos monomios m # 0 € R™ e todos monomios X* # 0 € R tal que

x® #£ 1.
Proposicao 2.1.4. Toda ordem monomial em R™ €é bem-ordenada.

Demonstracao. Vamos demonstrar por reducao ao absurdo. Suponhamos que exista uma
colegao nao vazia de monoémios que nao possui termo minimo, ou seja, nao é bem-ordenada.
Logo existe uma sequéncia infinita

x*e;, > x%e;, > x%e, > ..., (2.2)

onde e;; sao vetores da base canonica de R™. Definindo os submdédulos, M; =< x*e;;, >,
My =< x%e;,,x%€;, >, M3 =< x%e;,x%e;,,x%e;, >, e assim por diante. Temos que

My CMy,C MsC...,

onde as inclusoes sao proprias, visto que se para algum j tivermos M; = M;,,, entao

(0% (671 (0% (671 (671
<XMeyy, XY >=<X ey, X e XY ey >,
isto ¢, x%tle; = x%e;, para algum [ € {1,...,j}, contrariando 2.2. Assim temos uma
cadeia ascendente de submédulos que nao estabiliza, absurdo pelo item b da Proposicao 2.1.2.

O

As ordens monomiais em R™ mais comuns sao extensoes das ordens monomiais em K.
Existem duas maneiras naturais de fazer isto, desde que escolhemos uma ordem nos vetores
da base canonica. Sempre usaremos a ordem decrescente nas entradas de uma coluna

€1 > €3> ... > €y,

embora qualquer outra ordem também possa ser usada.

Definicao 2.1.5. Seja > uma ordem monomial em R.




i. (extensao TSP de >) Dizemos que X*e; >rsp xﬁej sex® >xP ousex®*=x"ei<j.
ii. (extensio PST de >) Dizemos que x%¢; >pst X e; se i < j ou sei=j e x* > x".

Os termos TSP e PST significam termo sobre posicao e posicao sobre termo, respectiva-
mente.

Observagao 2.1.6. Para qualquer ordem monomial > em R, ambos >rsp € >psr definem
ordens monomiais em R™.

Exemplo 2.1.7. Se estendermos a ordem lezicogrifica em kl[z,y| com x > y usando TSP
em k[z,y)®, obtemos uma ordem > tal que os termos do exemplo 2.1.1 sao ordenados da
sequinte maneira:

[0 ry? 0 yt0 | [0 ] [ 1]
3 >1 0 >1 0 >1 0 >1 Yy >1 0
0 0 T 0 0 0

Se estendermos agora usando PST temos >o, onde

[ 212 y1o 1 0 ] [0 ] [0
0 >9 0 >9 0 >9 3 >9 Yy >9 0
0 0 0 0 0 T

Nos dois casos temos e; > es.

Uma vez que tenhamos uma ordenacao > em monomios, podemos escrever qualquer
elemento f € R™ como a soma de termos

f= Z ¢y, (2.3)

comce #Z0em; >my > ... > my.

t
Definicao 2.1.8. Seja > uma ordenag¢ao monomial e f = Zcimi um elemento nao nulo
i=1
em R™ como descrito em 2.5.

. O coeficiente lider de f é

CL(f) = c1;
1. O monomio lider de f é
ML(f) = my;
1. O termo lider de f €
TL(f) =C1m.



Exemplo 2.1.9. Seja
f=0zy* — %+ 3)es + (42° + 2y)eq + 16ze3 € K[z, y]*

como no exemplo 2.1.1, e usando a extensio TSP da ordem lexicogrdfica em k[x,yl, (z > y),
entao CL(f) = 4, ML(f) = 2%y e TL(f) = 4x3ey. Similarmente usando a extensao PST
temos CL(f) =5, ML(f) = zy*e; e TL(f) = bzy’e;.

Como ja temos uma ordem monomial em R™, agora podemos estender o algoritmo da
divisao visto em R (Proposi¢ao 1.1.11) para o médulo livre R™.

Lema 2.1.10 (Algoritmo da Divisao em R™). Fize uma ordem monomial em R™ e seja
F=A{fi,..., fs} uma s-tupla de elementos de R™. Entao todo f € R™ pode ser escrito como

f:a1f1+---+asfs+ra

onde a; € R, r € R™, TL(a;f;) < TL(f) para todo i, e, our =0 our é uma k-combinagdio
linear de mondémios que ndao sao divisiveis por nenhum dos M L(f),..., ML(fs). Chamamos
r de resto da divisao por F.

Demonstracao. A prova desse lema é exatamente a mesma que a prova do Lema 1.1.11, exceto
que ao invés de utilizar a Proposicao 1.1.10 para mostrar que o processo de construcao dos
p's termina, usamos b da Proposicao 2.1.2. Ou seja, se 0 processo nao terminasse e tomando
M, =< TL(p1) >, My =<TL(p1), TL(p2) >, M3 =< TL(p1),TL(ps), TL(p3) >, e assim por
diante, teriamos

M,y C My C MsC...,

onde as inclusdes sao proprias, pois caso contrario terfamos algum M; tal que M; = M, 4, isto
é, T L(pi11) é divisivel por algum T'L(p;), para algum [ € {1,..., i}, contrariando a defini¢ao
dos pis. O

Exemplo 2.1.11. Sejam

f = (5axy? —y** +3)ey + (42 + 2y)ey + 16wes;
fi = (zy+4x)er + yles;
fo = (y—1)ea + (x — 2)es,

em kl[z,y]. Seja também > a extensao PST da ordem lezicogrifica em k[x,y] com x > y.
Entdo TL(f) = 5xy?, TL(f1) = xye; e TL(f2) = yes.

Tomando p como o dividendo intermedidrio em cada etapa do algoritmo, onde p = f e
a1 = as = r =0 para comecar. Sequindo o algoritmo, teremos no final que

a; = Hy—20;
o = 2:

r = 80xze; —y'0e; + 3e; + 4a3es + 26y + ldwes — ry’es + 20y2es + 4des.

Isto ¢, f =ayfr +asfo+ 1.



2.2 Base de Grobner em R™

Agora ja podemos estender a definicao de Base de Grobner para o R-mdédulo livre R™.
Definicao 2.2.1. Sejam M um submodulo de R™ e > uma ordem monomial.

i. Definimos < TL(M) > como o submddulo monomial gerado pelos termos lideres de
todos f € M com respeito a >.

it. Uma colegio finita G = {g1,...,9s} C M € chamada uma base de Grobner para M
se <TL(M)>=<TL(¢1),...,TL(gs) >.

Observagao 2.2.2. Observemos que dado f € R™, TL(f) se difere de ML(f) apenas por
uma constante nao nula. Logo

< ML(M) >=<TL(M) >=<TL(¢1),...,TL(gs) >=< ML(¢1),..., ML(gs) > .

Ou seja, um conjunto nao nulo G = {g1,...,,9s} contido no submddulo M €é chamado uma
base de Grébner para M se, e somente se, para todo f € M, existe i € {1,...,s} tal que
ML(g;) divide ML(f).

Muitas propriedades da base de Grébner para ideais sao também estendidas para R™ .
Proposicao 2.2.3. Seja G = {g1,...,9s} uma base de Grobner para um submddulo M C
R™.

a. f € M se, e somente se, o resto na divisao por G € zero.

b. Uma base de Grobner para M gera M como submddulo, ou seja, M =< gy,...,qs >.

Demonstracao.

a. Se o resto é zero, entao f = a;g1+...+asgs, onde a; € Rei € {1,...,s}, logo f € M.

Reciprocamente, seja f € M. Entao ao dividir f por G usando o algoritmo de Divisao,
temos que f = a191 + ... + asgs + r. Suponhamos que r # 0, logo r = f — a1g1 —
... — asgs, assim, v € M. Visto que G é uma base de Grobner, entao T'L(g;) divide
TL(r) para algum i € {1,...,s}. Assim pela Observacao 2.2.2, entdo M L(g;) divide
M L(r), gerando um absurdo, pois pelo algoritmo da divisao M L(g;) ndo divide nenhum
monomio de r.

b. Observemos primeiramente que todo submédulo M C R™ possui uma base de Grobner,
pois < TL(M) > é um submédulo monomial, e por a da Proposi¢ao 2.1.2 e pela Ob-
servagao 2.2.2, existem ¢y, ..., gs em M tais que < TL(M) >=< TL(¢1),...,TL(gs) >.

Agora vamos mostrar que M =< gy, ..., gs >, notemos que < gi,...,gs >C M, pois
cada g; € M, i € {1,...,s}. Reciprocamente, seja f € M, dividindo f por G, temos

f=a19g14+ ... +asgs+r,



onde a; € Rer = 0 our é uma k-combinacdo linear de monomios, de modo que
nenhum deles é divisivel por por algum monomio lider de ¢, ..., gs. Reescrevendo a
expressao acima, temos que

r=f—agy—...— asgs.

Ser # 0 entdao ML(r) e< ML(M) >=< ML(g1),..., ML(gs) >, ou seja, o monémio
lider de r ¢é divisivel por algum ML(g;), o que é uma contradigdo. Logo r = 0 e
f=a191+ ...+ as9s €< g1,...,9s >. Portando M C< gq,...,9s >.

|

Normalmente, nao é verdade que uma base de Grobner seja uma base para o submoédulo M
(ou seja, um conjunto linearmente independente) como um R-médulo. Uma base de Grobner
é um conjunto de geradores para M, mas nao é necessariamente linearmente independente
sobre R. Contudo, existem bases de Grobner para todos os submédulos de R™ (como vimos
na demonstracao da parte b da Proposicao 2.2.3.

Agora podemos determinar se um elemento de R™ pertence ou nao a um submodulo
M C R™. Para isso, basta dividir o elemento pela base de Grobner, se o resto for zero, o
elemento pertence ao submédulo M. Mas como vimos em R, precisamos de método para
saber se o conjunto gerador de M é uma base de Grébner e um algoritmo para encontra-la.
Para isso vamos estender a defini¢ao de S-polinémios, do critério de Buchberger e o algoritmo
de Buchberger.

Definicao 2.2.4. Fize uma ordem monomial em R™ e seja f,g € R™. O S-vetor de f e g,
denotado por S(f,g), € o sequinte elemento de R™:

S(f,9)

onde m = MMC(TL(f),TL(g)).

. m Fo m
- TL(f)" TL(g

)9

Exemplo 2.2.5. Seja f = (zy —x)e; + (22 —y)es € g = (22 +2y?)er + (22 —y?)ey em K[z, y]?.
Usando a extensio PST da ordem lexicogrdfica em k|x,y] com x >y, temos

ny 2

7Y
S(f.9) = x_y(xy—x,$3+y)—?(:L‘2—|—2y2.x2—y2)
= (lzy - .1'2, :L'4 + $y) - (ny =+ 2y3, :L'Qy _ y3>
= (_x2_2y3’x4_x2y_xy+y3).
Lema 2.2.6 (Critério de Buchberger para submédulos). Um conjunto G = {g1,...,gs} C R™

¢ uma base de Grébner para o modulo que ele gera se, e somente se, para todo i # j o resto
da divisao de S(g;, 9;) por G € 0.

Demonstragao. A demonstragao é andloga ao Critério de Buchberger para ideais (Proposigao
1.3.8). O

Exemplo 2.2.7. Do Ezxemplo 2.1.11 temos que f; = (vy + 4z, 0,y*) = zye; + 4wey + y2es e
fo=(0,y — 1,2 —2) = yes — €3 + xes — 2e3. Onde ey, eq, €3 sd0 0s vetores canonicos em R3.
Logo m = MMC(TL(f1), TL(f2)) = 0, pois os fi e fa possuem vetores candnicos diferentes
em seus termos lideres. Portanto S(fi, f2) = 0.



O Algoritmo de Buchberger para submédulos segue a mesma ideia do Algoritmo de
Buchberger para ideais que vimos na segao 1.2.

Exemplo 2.2.8. Sejam

fl = (Ovva)af2 = (O,x,xy - 1’),f3 = (xvy2a0)7f4 = (y,O,IE)

vetores de (Q[x,y])%. Usando a ordem monomial lexicogrdfica graduada em Q[z,y] com z > y
e a extensao TSP em (Q[z,y])® com e; > ey > e3, vamos calcular a base de Grobner
para M =< fi, fa, f3, f4 > usando o algoritmo de Buchberger para submaodulos. Tomemos
G = {f1, f2, [3, fa} inicialmente. Observemos que:

J1 = wes + yey;

fo = xyes + xes — xes;
J3= y2€2 + xeq;

f1 = xes + ye;.

Assim, s6 podemos calcular S(f1, f2), S(f1, f1) e S(fa, f1)-
b S(f17f2) = yfl - f2 = (07y2 —$,$),

—
que dividido por G se tém S(f1, fo) = (—x,—x—y,0). Logo fazemos fs = (—x,—x —y,0) =
—xep — xeg — yey e adicionamos a G

b S(f17f4) = fl - f4 = (_y7y70)7
que dividido por G, se tém S(fi, f4)G
e adicionamos a G;

b S(f27f4):fQ_yf4:(_y27x7_x);
que dividido por G se tém S( fa, f4)G
b S(fS?fﬁ):yff)_fo:(07_2xy_y270);

que dividido por G se tém S(fs, fﬁ)G = (00, 22y — x — y,0) e fazemos f; = (0, —2xy — x —
y,0) = —2zyes — wey — yeq € adicionamos a G. Vamos agora também considerar S(fs, fr).

o S(fs, fr) =2z fs+yfr = (227, —zy — —y>,0),

— G
que dividido por G se tém S(fs, fz) = (0,—22% + sz + 3y,0) e fazemos fs = (0, —22% +
%iE + %y, 0) = —2x%ey + %1’62 + %yeg e adicionamos a G. Assim, ainda temos que considerar

S(f3: fs) € S(fz, f3)-
o S(f37 f8) = 21’2f3 + y2f8 = (23:37 %ny + %y37 )7
que dividido por G se tém S(fs, fg)G =0.

o S(fr. fs) =xfr —yfs = (0, —2% — 3zy — 1420,

= (=¥,9,0). Logo fazemos fs = (—y,y,0) = —ye1+yes

= 0. Temos agora que considerar S(fs, fs).



que dividido por G se tém S(f7, fg)G =0.
Dessa forma, G = {f1, fa, f3, f1, [5, f6, 7, fs} € uma base de Grébner para M.

Apés o Exemplo 2.2.8, poderiamos questionar se existe uma base de Grobner com me-
nos elementos, como vimos na Secao 1.2, assim podemos expandir a Definicao 1.3.15 para
submoédulos.

Defini¢ao 2.2.9. Uma base de Grébner G = {q1,...,gs} C R™ é uma Base de Grébner
reduzida para um submddulo M C R™ se para todo i € {1,...,s} temos

ii. Nenhum mondmio de g; pertence a < TL(G — {g:}) >.

Exemplo 2.2.10. Voltando ao Exemplo 2.2.8, vimos que G = {q1, g2, 93, 94, 5, 96, 97, s } €
uma base de Grobner para M, onde

g1 = rez + yeo
g2 = TYe3 + xeg — xeg
g3 = 9262 + ey

g4 = xez + yeq
g5 = €1 + Tea + yes
g6 = Ye1 — Yeo

1 1
g7 = TYeq + 5xey + jye
_ .2 i 1
gs = T7€q — 3T — 7YE2

Observemos primeiramente que M L(gy) divide M L(gs) e M L(g4), assim, podemos eliminar
g2 € g4. Observemos também que o monomio xey em fs pertence a < TL(G — {fs}) >, pois
TL(f5) = zey, logo, dividindo gs por gs temos como resto y*es — xey — yey, assim, tomemos
g3 = (0,y> — 2 — y,0). Portanto G = {g1, 93,35, g6, g7, gs } formam uma base de Grobner
reduzida para M.




Capitulo 3
Algumas Aplicacoes

Veremos agora algumas aplicacoes da base de Grébner. Ela nos ajudara a determinar a
dimensao de um ideal I C R e a calcular o Médulo Sizigia e Resolugoes Livres de um médulo
M c R™. Além disso iremos demonstrar o Teorema Sizigia de Hilbert e estenderemos
Resolugoes Livres e o Teorema Sizigia de Hilbert para médulos graduados.

3.1 Dimensao de um Ideal

Seja t[zy,...,x,] o conjunto de todos os termos nas varidveis xi,...,z,. Se o con-
junto {uy,...,u.} C {x1,...,x,}, entdo tluy,...,u,| é o conjunto de todos os termos em
t[z1,...,x,] contendo somente varidveis em {uy, ..., u,}, com a convengao de que t[)] = {1}.
kluy, ..., u,] é o subanel de k[x] contendo todos polinomios f € k[x] tal que todos os termos
de f pertencem a t[uy,...,u,], em particular, k[)] = k. Similarmente, seja {vy,..., v} =
{z1,... 2.} — {w,...,u.}, entdo tfvy,..., v denotard o conjunto de todos os termos em
t[zy, ..., x,] que contém somente as varidveis {vy,..., v }.

Denotaremos por U = {uy,...,u.}, X ={x1,..., 2.}, T = t[xq,. .., 2], Ty = tug, ..., u,l,
Ty =t(f) o conjunto dos termos de f € R e Ry = kluy, ..., u,].

Observemos que se I C R é um ideal e U C X, entao I N Ry é um ideal do anel Ry.

Definicao 3.1.1. Seja I C R um ideal e U C X. O ideal I N Ry € chamado de ideal de
eliminacao de I com respeito a U e € denotado por Iy;.

Observacao 3.1.2. Seja > uma ordem monomial sobre os termos de'l' e U C X, escrevemos
X-U>U
se g > f para todo f €Ty el#geTx y.

Notemos que sempre podemos encontrar uma ordem monomial > em 7T satisfazendo
X — U > U, basta tomar a ordem lexicografica onde todas as varidveis em U sao menores
que todas de X — U.

Lema 3.1.3. Suponha U C X e > uma ordem monomial satisfazendo X — U >> U. Logo:

a. Se feT egeTly comg> f, entao f € Ty;



b. Seja f,p € R polinomios nao nulos. Pelo algoritmo da divisao, existem q,r € R tais
que f =qp+1r. Se f € Ry e q# 0, entao p,r € Ry.

Demonstracao.

a. Suponhamos que f ¢ Ty. Entao podemos escrever f = fifs com 1 # fo € Tx . Por
hipétese X — U >> U, assim

Ja>g> [

Multiplicando pelo monomio f; e por b da Definicao 1.1.1, temos que

Jife> fig > f1f,
ou seja, f > fi1f, absurdo. Logo f € Ty.

b. Observemos que T'L(p) divide algum f; € Ty, pois ¢ # 0, logo TL(p) € Ty e assim
T, C Ty por a, ou seja, p € Ry. Visto que r = f — gp e que ¢ € Ry (pois cada termo
de ¢ divide algum termo de f), segue imediatamente que r € Ry.

O

Nossa préoxima proposicao nos dard uma maneira de calcular ideais de eliminacao. Re-
lembremos que por convengao o ideal < () >= {o}. Assim o conjunto vazio é uma base de
Grobner para o ideal nulo.

Proposicao 3.1.4. Seja I C R um ideal e U C X. Suponha que > € uma ordem monomial
em T que satisfaz X — U >> U e G uma base de Grobner para I com relagao a ordem >.
Entdo G N Ry € uma base de Grobner para o ideal de eliminacao Iy .

Demonstragao. Considere G = {g1,...,9s}, se TL(g;) € Ty, i € {1,...,s}, entao por a do
Lema 3.1.3, T,, C Ty, logo g, € G N Ry.
Vamos mostrar que, sendo G N Ry = {gv,,- - -, 9v, }, entdo

<TL(ly) >=<TL(gt),-- .. TL(gv,) > .

Notemos que < T'L(gr,), ..., TL(gv,) >C< TL(Iy) >, pois gy, € Iy, j € {1,...,7}. Seja
agora f € Iy, logo TL(f) €< TL(Iy) >, e pela definigio de Base de Grobner, existe
algum g; € G, i € {1,...,s}, tal que T'L(g;) divide TL(f). Assim, podemos ter TL(f) =
TL(g;) ou TL(f) > TL(g;). Se TL(f) = TL(g:), entao temos que g; = gy; € G N Ry e
TL(f) e< TL(gu,),---,TL(gu,) >. Ese TL(f) > TL(g;) temos por a do Lema 3.1.3 que
TL(g;) € Ty, e consequentemente, para algum j, g; = gu, € G N Ry = Gy e TL(f) €<
TL(gv,), ..., TL(gy,) >. Portando < TL(Iy) >C< TL(gu,),--.,TL(gu,) >. O

Poderiamos perguntar se F'N Ry é um conjunto gerador para [y, sendo F' um conjunto
gerador qualquer de um ideal I C R, tal que as hipdteses sejam satisfeitas. Como veremos
no exemplo abaixo, a resposta é nao.

Exemplo 3.1.5. Dos FExemplos 1.5.11 e 1.3.14 vimos que o ideal I C R gerado por F =
{z%y — 1,2y* — x} tem sua base de Gréobner reduzida G = {x* — y,y? — 1}, usando a ordem
lexicografica com x > y. Observemos que as hipoteses da proposicao acima sao satisfeitas e
que F Nkly] = {0} e GNEkly] = {y* — 1}. Logo a base de Grobner do ideal de eliminagdo
Iy, com U ={y} é{y* — 1} e assim [y =< y*> — 1 >.



Antes de prosseguimos, observemos que a Proposicao 3.1.4 aplicada para U = ) diz que
o ideal de eliminacao I N Ry = I Nk é gerado por G N k para toda base de Grobner G de [
satisfazendo as hipéteses. Visto que k é um corpo, esse ideal de eliminacao sé pode ser {0}
ou k. Assim G Nk # {0} se, e somente se, I = R.

Definicao 3.1.6. Seja [ C R um ideal proprio e U C X. Entao U é chamado de conjunto
independente de [ se Iy = {0}. Mais ainda, U é chamado de conjunto independente
maximal de I se ele € um conjunto independente de I e nao estd contido propriamente em
qualquer outro conjunto independente de I.

Definigao 3.1.7. Seja I C R um ideal proprio e U C X um conjunto independente de I. A
dimensdo de I, denotada por dim([l), é definida da sequinte maneira,

dim(/) = max{|U|; U C X seja um conjunto independente de I}. (3.1)

Um ideal I C R serd chamado de zero-dimensional se ele é préprio e possui dimensao
Zero.

Usando a Proposi¢ao 3.1.4 e o fato de < () >= {0}, temos que, sendo I C R um ideal
préprio e U C X um conjunto independente de I, entao G N Ry = {0} para toda base de
Grobner G de I, considerando uma ordem monomial satisfazendo X — U >> U.

Exemplo 3.1.8. Seja R = Q[z,y,2] e I C R um ideal gerado por G = {xz + z,yz + z},
onde G € uma base de Grobner. Considerando a ordem lexicogrdfica e x >y > z, temos que
Tz e yz sao os termos lideres, respectivamente, dos dois polinomios. Logo para todo f € I, o
TL(f) € divisivel por xz ou yz. Assim podemos concluir que I Nk[z] = I Nk[y] =1 Nk[z] =
I Nk[z,y] = {0}. Ou seja, os conjuntos independentes de I sao {x}, {y}, {z}, e {x,y},
onde, desses, {z} e {z,y} sao independentes mazximais, assim, dim(I) = 2.

Poderiamos nos perguntar o que aconteceria se as varidveis fossem ordenadas diferentes,
ou seja, se por exemplo, z >y > x. Notemos que em todo caso G ainda seria uma base de
Grobner e os termos lideres dos elementos de G seria xz e yz.

Lema 3.1.9. Se I e J sdo ideais prdprios de R com I C J, entdo dim(J) < dim([).

Demonstracao. Segue direto das defini¢oes, visto que se U C X é um conjunto independente
de J, entao também sera um conjunto independente de I. O

Lema 3.1.10. Seja I C R um ideal proprio. Entdao

a. I C k[x] € um ideal zero-dimensional se, e somente se, para cada varidvel, I contém
um polinomio de grau positivo que depende somente dessa varidvel;

b. Sejam I, J ideais proprios tais que J contém [ e U C X um subconjunto qualquer. Se
1 ¢é zero-dimensional, entao J e Iy também sao.

Demonstracao.

a. Observemos que se I contém um polinomio de grau positivo de somente uma variavel,
para cada varidvel, entdo I N R[z;] # {0}, para todo i € {1,...,n}. Seja f; € I N R[z,],



dado U C X nao vazio, ou seja, existe x; € U, temos que f; € I N Ry, isto é, I N Ry #
{0}. Logo I é zero-dimensional.

Reciprocamente, se I é zero dimensional, entdao U = {x;} nao é conjunto independente
de I, para todo i € {1,...,n}, assim I N klz;] # {0}. Como I é ideal préprio, I
contém um polinomio de grau positivo que depende de somente uma variavel, para
cada variavel.

b. Pelo Lema 3.1.9 segue que dim(J) = 0. Como [ é zero-dimensional, todo ideal de
eliminacao de I com respeito a qualquer conjunto formado por varidveis é diferente de
{0}. Veremos que dim(Iy) = 0, ou seja, (Iy)y # {0}, para todo U’ C U. De fato,

(In)yr = Iy N Ry = I N Ry N Ry = I N Ry # {0},
pois dim(I) = 0.
O

Seja > é uma ordem monomial sobre os termos de T', entao o conjunto de termos redu-
zidos sobre I é definido como T'— T'L(I) e serd denotada por TR(I).

Lema 3.1.11. Seja > uma ordem monomial sobre T ¢ G = {g1, ..., gs} uma base de Grébner
de I com respeito a >. Entao

TR(I) = {feT;g91f paratodoge TL(I)}
= {f€e€T;gt[f paratodo g€ TL(G)},

onde TL(G) ={TL(¢q1),...,TL(gs)}

Demonstracao. Seja mult(T'L(I)) = {ph;p € T e h € TL(I)}. Observemos que se f €
ege T, entdo gf € I e TL(gf) = g.TL(f), assim TL(I) = mult(T'L(I)). Logo TR(I)
T —mult(T'L(I)), ou seja,

[l o~

TR(I)={feT;gtf paratodoge TL(I)}.

Para a segunda parte, basta observar que mult(7T'L(G)) = TL(I), visto que sendo G =
{g1,-..,9s}, se f € mult(TL(G)), entao f = pT'L(g;), com i € {i,...,s} e p € T. Como
TL(g;) € TL(I), f € TL(I). Reciprocamente, se f € T'L(I), entao existe i tal que T'L(g;)
divide TL(f), ou seja, TL(f) = pT L(g;), com p € T, logo f € mult(TL(G)). E assim temos
que

TR(I)=T-TL(I)=T —mult(TL(G)) ={f € T;g9¢t f para todo g € TL(G)}.
O

Estabeleceremos agora uma conexao entre a dimensao de I, o conjunto dos termos lideres
de I (usando uma ordem monomial qualquer) e a dimensao do k-espago vetorial R/I.

Iremos denotar a classe de residuos g + I € R/I de um elemento g € R por §. Analoga-
mente se A C R, entdo A = {g;g € A}.



Proposicao 3.1.12. Sejam > qualquer ordem monomial sobre T', I C R um ideal e B =
TR(I) C R/I. Entao B é uma base para k-espago vetorial R/I.

Demonstragao. Recordemos que a multiplicacao por escalar em R/I é definido por a-f=af.
Mostraremos primeiramente que B gera R/I. Suponha que G seja uma base de Grébner sobre
I com respeito a >. Seja f € R e h o resto ao dividir f por G. Entao f =h e T, C TR(I).
Dai

7 -
= Zapp (a, € k)

Vamos mostrar agora que B ¢é linearmente independente. Assuma que exista uma combinagao

linear .
0=> a;i-t; (a; €k, t; € TR(I)),
i=1
onde nem todos a;, i € {1,...,r}, sdo zero. Sem perda de generalidade, suponhamos que

a; #0et; >t; parai € {2,...,r}. Se tomarmos

h = i aiti,
=1

entdo h # 0 e TL(h) = ait,, e além disso, h € I, pois h = 0. Logo existe um s € TL(G) tal
que s divide T'L(h) = a;t;, contradizendo ¢; € TR(I) (Lema 3.1.11). O

Até o momento vimos que para saber a dimensao de um ideal temos que calcular as bases
de Grobner usando uma ordem monomial que satisfaca X — U >> U. Isto pode se tornar
trabalhoso, pois, para cada U que queremos saber se o mesmo é um conjunto independente,
temos que usar uma ordem que satisfazendo X — U >> U e calcular novamente uma base
de Grobner. O Lema abaixo nos permitira dizer, usando qualquer ordem monomial, se a
dimensao de um ideal é zero ou nao.

Lema 3.1.13. Seja I um ideal proprio de R. Entao sao equivalentes:
a. dim(f) = 0;

b. Existe uma ordem monomial > sobre T e uma base de Grobner G de I com respeito a
> tal que, para cada i € {1,...,n}, existe um g; € G com TL(g;) = x*, para algum
0< o; € Z+;

c. Para toda ordem monomial > sobre T e toda base de Grobner G de I com respeito a >,
existe (a menos de ordenagao e multiplicagao por constante), para cada i € {1,...,n},
um g; € G, com TL(g;) =z, para algum 0 < o; € Z.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que a < ce b < c.



e (a = ¢) Se dim(/) = 0, entao por a do Lema 3.1.10, I contém um polinomio de grau

positivo que depende somente da variavel x;, p; = Z asz, comr; >0ei€{l,...,n}.
j=1

Seja G uma base de Grobner qualquer de I, com respeito a qualquer ordem monomial.

Como T'L(p;) = a;x;" e TL(p;) €< TL(I) >=< TL(G) >, entado existe g; € G tal que

TL(g;) = c;zy" para algum 0 < o; € Z;.

e (¢ = a)Suponhamos que dim(/) # 0, logo existe algum conjunto U = {uy,...,u,} C X
tal que I N Ry = {0}. Seja > uma ordem monomial que satisfaca X —U > U e G
uma base de Grobner de I. Pela Proposicao 3.1.4 temos G N Ry = {0}. Ou seja,
TL(g;) # u§, para todo g; € G e u; € U, pois, caso T'L(g;) = uf, para algum g; € G e
u; € U, terfamos que g; € G N Ry, visto que X — U >> U. Logo dim(/) = 0.

e (b= c) Observemos que se para alguma ordem monomial > e alguma base de Grébner
G tivermos TL(g;) = z", entdo z3* ¢ TR(I), para ay > «; e assim, pela Proposi¢ao
3.1.12, o k-espaco vetorial R/I gerado por TR(I) tem dimensao finita. Suponhamos
agora que exista alguma ordem monomial > e uma base de Grobner G tal que, para
algum i € {1,...,n} TL(g;) # x;", para todo ¢g; € G. Entao z;" € TR(I) para todo
0 < a; €Zy, logo R/I tem dimensao infinita como k-espago vetorial, contrariando o
fato do k-espaco vetorial R/I ter dimensao finita.

e (¢ = b) Trivial.
O

Sabemos que sendo G = {gi,...,¢gs} uma base de Grébner de um ideal I C R, entao
dado f € I, TL(g;) divide TL(f), para algum ¢ € {i,...,s}. Assim, podemos enunciar o
seguinte corolario:

Corolario 3.1.14. Seja I um ideal proprio de R. Entao sdo equivalentes:
a. dim(/) = 0;

b. Eriste uma ordem monomial > sobre T, tal que, para cadai € {1,... ,n}, existe g; € I,
com TL(g;) = 3", para algum 0 < o;; € N;

c. Para toda ordem monomial > sobre T', existe, para cadai € {1,...,n}, um g; € I, com
TL(g;) = z3", para algum 0 < o; € N.

Exemplo 3.1.15. Sejak=Q, n=2¢e¢l =< fi,fo>, com fi=a>+y+1e fo =22y +v.
Usando a ordem lexicogrdifica com x >y, temos que uma base de Grobner reduzida para I é

5
G={x2+y+1,xy+g,y2+;ly},

visto que TL(2? +y + 1) = 2® e TL(y* + 2y) = y?, entdo, pela Proposicio 5.1.13, temos
dim(7) = 0.



3.2 Sizigia

Sizigia é o termo utilizado em astronomia para designar o alinhamento de trés corpos

celestes, mas em matematica é o termo utilizado para designar o niicleo de um homomorfismo
de R-modulos.

Seja I =< fi,...,fs >C R um ideal. Consideremos o homomorfismo de R-moédulo ¢
definido da forma:
p: R —1
tal que

(hl, ey hs) — Z hzfz
i=1

Definicao 3.2.1. O nicleo da aplicacdo ¢ é chamado de mdédulo Sizigia da matriz

LA Fo ]
O qual € denotado por Syz(fi, ..., fs). Um elemento (hy, ..., hs) de Syz(fi,..., fs) € chamado
de uma sizigia de [ fi o fs }, ou seja, ele satisfaz
hifi+ ...+ hsfs=0.
Observacao 3.2.2. Podemos também dizer que Syz(fi,...,fs) € o conjunto solugdo da

equacao linear
f1X1 +‘-'fSXs =0,
onde os f;'s sao os coeficientes da equacao e x; € R.

Notemos também que a aplicacao ¢ pode ser vista como uma multiplicacao de matriz

hl s
o(hy, . he)=[fr o L] 5| =D e
h, i=1
hy
Istoé,seFéamatriz[fl fs},eh: : € R®, entao ¢(hy,...,hs) = Fhe
hs

Syz(fi,..., fs) é o conjunto de todas solugoes h da equacao linear F'h = 0.

Exemplo 3.2.3. Seja R = Q[z,y, z,w], e [ =< 2> —yw, 2y —wz,y> —xz >. Podemos assim
definir a aplicacio ¢ : R* — I dada por

(R, ho, hs) — hy(2® — yw) + ho(xy — wz) + hs(y* — 22),
onde (y, —x,w) e (—z,y,—x) sao ambos sizigias de
[2? —yw zy—wz y*—zz ],
PO1S

2

y(r? — yw) — 2(zy — wz) + w(y® —22) =0

—z(2? — yw) + y(zvy — wz) — x(y* — x2) = 0.



De maneira semelhante podemos definir uma Sizigia para submédulos de R™.

Definicao 3.2.4. Sejam f1,..., fs € R™. Uma Sizigia da matriz F = [ fi o fs }mxs €
um vetor (hi,...,hs) € R® tal que

Z hifi = 0.

i=1

O conjunto de todas sizigias é chamado o mdédulo Sizigia de F' e é denotada por Syz(fi, ..., fs)
ou Syz(F).
Em outras palavras, Syz(F') = Syz(fi,..., fs) pode ser visto como o conjunto de todas

solugoes h € R°® de um sistema de equagoes lineares homogéneas Fh=0 com coeficientes

polinomiais. Ou seja, se f1 = (fi1,-- -5 fm1)s-- -y fs = (fisy - - - fms), entdo Syz(fi,..., fs) é o
conjunto de todas solugoes do sistema

fuxi+...+ fisxs = 0
faxi+...+ fasxs = 0

fm1X1+---+fmsXs =0

Seja M um modulo dado por t geradores f1, ..., f;, a matriz de apresentagao para M
é qualquer matriz cujas colunas geram Syz(f1,..., f;) C R".

Proposigao 3.2.5. Sejam {my, ... my} um conjunto de geradores monomiais para um submd-
dulo monomial de R™ e eq,...,&; 0s vetores da base candnica de R'. Seja também my; =
MMC(m;, m;). O modulo Sizigia, Syz(my, ..., my), € gerado pelas sizigias

_ m;;
= i, S,
J

para todo 1 <i < j <t (sem; em; contém diferentes vetores canonicos, o;; =0).

Demonstragao. Definamos

mij mij
Oij = €i— Ejs
m; m;
vamos provar que Syz(mi,...,m;) =< 0;;1 < i < j <t >. Observemos que sendo
m; = x%;, e m; = x’e,, entao MMC(m;, m;) = m;; = x” se [ = r ou MMC(m;, m;) = 0 se
[ # r. Assim, se | # r, temos 0;; = (0,...,0) e 0;; € Syz(my, ..., m;), suponhamos [ = r,
entao N N
b b
045 = (0,0,...,0,;,0,...,0,-&,0,...,0),
X - x7 L - .
onde — estd na i-ésima posicao e ——5 estd na j-ésima posigao. Assim
X X
T
x7 x7
[m; my - my | {0 o0 =0 -0 == 0 --- 0] =0,
X xP

logo 0;; € Syz(m,, ..., m;), portanto < 0;;;1 <i < j <t >C Syz(m,,...,my).



Vamos agora provar que Syz(m,,...,m) C< 0,51 <i < j <t >. Seja (ai,...,a;) €

Syz(m;, ..., my), expandindo em termos da base canénica de R™, temos
0=am;+...+am; = fieg+ ...+ f€m, (3.2)
assim f; = ... = f,, = 0. Logo podemos restringir e considerar apenas as colegoes de

monomios contendo o mesmo e;. Sem perda de generalidade, suponhamos
m; = x%%e;, ..., my, = x%¢; ,

com s < t, assim (aq,...,as) € Syz(my,...,mg). Observemos que pela igualdade de po-
linomios e por a;m; + ... + a;mg = 0, temos

A A
O=am;+...+amy, = 1X" + ...+ X",

onde ¢; €Ekea; =x% i€ {l,...,s}. Assim

A—aq

(ar, ..., a5) = (x40, . cx %)

)
com ¢; +...+cg = 0. Tal sizigia é chamada uma Sizigia Homogénea, e como vimos, todas
sizigias sao somas de sizigias homogéneas.

Observemos também que

A—aq )

(x* ™ ... ¢ ixM —x* 2 0,...,0)+

(
(0, (cl—l—02+c4+ e )xATO2 eaxA T3 0., 0) ..+
(0, —¢;x 2.0, . ,O,cixk_o‘i,O,...,O)—l—...—l—

(0, —cx*72.0,...,0,cx %),

onde
(erx o1, —x¥72,0,...,0) = ¢y (x}7, —x*7*2.0,...,0)

Y

¢ uma sizigia sobre o par x“!' e x*?,

((cr+catcat ... +e)x 2 cx? 0...,0) = (—c3x 22, e3x323.0...,0)
= —cy(x*2, —x*7 0...,0)

¢ uma sizigia sobre o par x*? e x*3,
(0, —c;x72,0,...,0,cx%,0...,0) = —¢;(0,x*7°2,0,...,0, —=x*"*,0,...,0)
¢ uma sizigia sobre o par x*? e x* e
(0, —cx*72,0,...,0,cex ) = —¢,(0,x*722,0,...,0, —x")

¢ uma sizigia sobre o par x*? e x* (notemos que essa é uma, entre varias outras, maneiras
de se escrever (c;x™1 ..., ¢}~%) como uma soma de sizigias entre os pares de monomios).

Visto que dados dois monémios x* e x® e x7 = MMC(x?, x?), entdo a sizigia (x7~%, —x77¥)
é 0 mesmo que

?

o <MMC(xa,xﬁ) _MMC(xa,xﬁ))

X x?




Assim (aq,...,as) €< 0,51 < i < j < s>, ecomo vimos em 3.2, (ar,...,a,;) é a soma de
sizigias contendo o mesmo vetor canonico e;, consequentemente

(al,...,at) €<0'w,1§'l<]§t>7

ou seja, Syz(my,...,m;) C< 0;;1 < i < j <t > Portanto Syz(m,...,m;) =< 0y;;1 <
1<) <t>.
O

Agora comecaremos o estudo das Sizigias em um conjunto de elementos de um maédulo,
com o intuito de resolver o seguinte problema: dado uma s-upla de elementos ordenados
{f1,..., fs} de R™(por exemplo, um conjunto ordenado de geradores), encontrar um conjunto
de geradores para o médulo Sizigia Syz(fi,..., fs) C R®.

Seja G = {g1,...,9s} uma base de Grobner para um submédulo M C R™ com uma
ordem monomial > fixada. Como G é uma base de Grébner, pelo Lema 2.2.6, o resto de
S(gi, g;) na divisao por G é zero, assim

S(9i, 95) Z a9 (3.3)

onde a;5, € R, e T'L(a;;,q;) < TL(S(9:,9;)) para todo i, j, .
Considere €1, ...,&s a base canonica de R°. Seja m;; = MMC(T'L(g;), TL(g;)), e seja
a;; € R* o vetor coluna definido por

Aij = Qij,€1 + Qijy€2 + ... + ajj,65 € R,
Para o par (4,7), tal que m;; # 0, defina s;; € R® da seguinte forma:
my; m;;

Sij = € — €j — Qjj 3.4
T T T 4

S 3 J— J—
em R°, e seja s;; = 0 caso my; = 0.

Proposicao 3.2.6. Com a notacdo acima, a colecao {s;;;1 < i < j <t} é um conjunto
gerador para Syz(G) = Syz(g1, ..., gs)-
Demonstrac¢ao. Observemos primeiramente que

my; m;;
Sij = ' - ij
TL (gz TL (95 )

1j
8]' — (aijlsl + aijQEQ + ...+ aijs€s)

)
TL(s)" TL(gn H
) TL(J ) aiji) g+...+ (_TL(;]) —Gij]-> €j+"'+(_aijs)5s-

= (= Qijy ) €

E que

(o ... gs][(—%) (%—%> (-%{;’j)—%> (—a,-js)]T




é igual a

2J1 TL(g) ? 1)i I TL(QJ) J 1]597 1)sI]
T ij - iy Y5) — S iy 95) = 07
pela Definicao 2.2.4 e por 3.3. Logo s;; € Syz(G) e <{s;jj;1<i<j<t>CSyz(Q).

Agora vamos mostrar que Syz(g) C< {s;;;1 < i < j < t}. Suponha o contrario, que
existe (ug,...,us) tal que

(W, ..., us) € Syz(gr,. .., 0s)— <sij; 1 <i<j<s>.
Seja m = maxy<j<s{ M L(u;) M L(g;)}, e definamos
S={ie{l,...,s}; ML(u;)M L(g;) = m}.
Para cada i € {1,...,s} definamos também u; da seguinte maneira:

, uj, sei ¢S
u, = )
: ; — T'L(u;), sei€S.
Notemos que para i € S, TL(u;) = ¢;m;, onde ¢; € k e m; € R é um monémio. Como
(u,...,us) € Syz(gi, ..., gs), vemos que

> emiTL(g:) =0,
ieS
entao
Zcimisi € Syz(TL(g;);i € S).
icS
Sem perda de generalidade, podemos supor que T'L(g;) = M L(g;), pois se diferem apenas
por uma constante nao nula, assim, por ¢ da Proposicao 2.1.2, temos

m; m;;
C;Im;e; = bij i € — s 5‘) )
2 2 b (TL (9:) ° TL(gy)”

1€S 1<j
i,jES

para algum b;; € R. Visto que m;TL(g;) = m;ML(g;) = ML(u;)ML(g;) = m, entao

podemos escrever b;; = d;;—, com d;; sendo uma constante em k. Logo, temos que
mw
. / !/
(ula"'aus) - § (Cimigi) +(u17"‘7us)
=
mzy m;; ! l

= E (b’LJ ( E; — TL(g)SJ +(ui,...,us)
1<j J
i,j€S

= E (bijsij)+ z""’ Ug —|— E am,...,aijs)),
1<j 1<J
i,jES 1,JES



pela Equacao 3.4. Seja (vy,...,vs) = (u, ..., u}) + Z Yag,, -, aijs)), assim

1<J
i,j€S
('Ll,l, ce ,US) — Z (bijsij) = (’Ul, e ,'US).
1<j
i,j€S

Observemos que (u1,...,us),Si; € Syz(gi,...,9s) € (U1, ..., us) €< 85551 < i < j <5 >,

assim (vq,...,0s5) € Syz(g1,...,95)— < sij51 < i < j < s >, entao basta provar que
max<g<s{ M L(vg)ML(gr)} < m e teremos uma contradi¢ao. Para cada k € {1,...,s},
temos
ML(v)ML(g) = ML(uj+ Y ((by)(ai;,)))TL(gr)
1<j
i,j€S

< maz{ML(u},), @ggs{ML(bij)ML(aijk))}}TL(gk)

Mas por defini¢ao de uj, temos
M L(u, )M L(gy) < m

e também

ML(bij) M L(ai;, )T L(gr) = ML(%M)TL(Qk) 2 ML(S(gi, g5)) < m,

m” ij

m ML(S(gi,g;)) > m entao ML(S(g:,g;)) > my,,
ij
absurdo, visto que S(g;, g;) cancela os termos lideres de g; e g;).
Portanto M L(vx)M L(gr) < m para cada k € {i,...,s}, gerando uma contradi¢ao da

condi¢ao de m = mawxy<;<s{ M L(u;) M L(g;)}.

para todo i,7 € S, i < j (pois, se

O

Exemplo 3.2.7. Voltemos ao Exemplo 2.2.10. Vemos que o conjunto {g1, g2, g3, 91, g5, g6 } €
uma base de Grébner reduzida com respeito a ordem lezicogrifica graduada em Q|x,y] com
x>y eaordem TSP em (Q[z,y])® com e; > ey > e3, onde

(
92 = (0,5> =2 —y,0) = y’es — wey — yeo
g3 = (z,x+y,0) = xey + xeg + yeq
91 = (y,—y,0) = ye1 — yez
1 1 1 1
= (0,zy + %:1: + %y, 0) = zyes + 151’62 + %yeg
g6 = (O,xZ - le - Zly, 0) = .Tzeg — Z.’IJ@Q — Z—ly€2.
Logo
1 3 1 3
o S(g2,95) = 5927 59 — 96 = Qg5 = <0, —570,0; 5 —1).



1 1 1 3 1
o S(92,06) = ZZ/‘Fg go + —$+Zy+§ gs + —x—f-z g6 = Q26 =

1 1 1 3 1
0, - —,0,0, — - -, — —
(,4y+8, , 0, x+4y—i—8, x+4)

1
® S(95,96) = —G2 —

1 3 1 1 1 31
1 19t 19T 59 = aso = |0, 7, =0, 5.5 ).

4 4 2 477479
o S(93,01) = 92 — g3+ 295 = asza = (0,1, —-1,0,2,0).

Portanto

3
° 325:x€2—y65—a25=<0 :1:—|—2 0,0, y—|—2 1)

1 1 1 3 1
d 826:x262_y256_a26: (07‘7:2_Zy_§707075€_1y—§7—y2+x_1>;

0 11 0 3 1
® S = — — Qa frg _— = xr— —.,— JE— .
56 €5 Yo 56 ’ 4’47 ) 47 Yy 2 ’
® s34 =yez —xeyg —az = (0,—1,y+1,—2,—-2,0).

Lema 3.2.8. Sejam gy, ..., gs vetores nao nulos em R™ e > uma ordem monomial em R™.
Definamos uma ordem > nos monomios de R° da sequinte maneira:
ML(x“g;) > ML(x°g;) ou
a, B8, ) J
X6 2G X { ML(x*g;) = ML(x%g;) e i < j.

Entao > € uma ordem monomial em R®.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que >¢ é uma ordem total. Seja x®,x” monomios em
R,sei#j€{i..., s}, entdo ML(x%g;) = ML(x’g;) e i < j ou j < i, ou ML(x%g;) >
ML(x%g;) ou ML(x"g;) > ML(x“g;). Em qualquer caso, temos x%¢; >¢ x¢; ou x’e; >¢
x%;. Sei = j € {i,...,s} e x* # x, entdo ML(x%g;) > ML(x"g;) ou ML(xPe;) >
M L(x%¢;), por outro lado, se M L(x%g;) = M L(x’g;), entao

X" ML(g;) = ML(x"g;) = ML(XBQi) = XﬁML(Qz’),

e temos x® = x?, pois g; # 0. Assim temos, x%¢; >¢ xPe; ou xPe; >q x%,;.
Agora sejam x®,x%, x7 monomios em R, e seja i,j € {i,...,s}. Assumamos que x%¢; >¢
xPe;. Se ML(x%g;) > ML(x"g;), entdo

ML(x'x%;) = xX"ML(X"g;) > x"ML(x"g;) = ML(x"x"g,),
logo x"x%¢; >¢ x"x"e;. Se M L(x%g;) = ML(xg;) e i < j, entao
ML(x"x%g;) = xX"M L(x%g;) = x'M L(x"g;) = ML(x"x"g;)

e < j, entao X'x% >¢ x”xﬂej.
Por fim, seja x* x” monoémios em R tal que x” # 1. Seja i € {1,...,s}. Entao
ML(x"x%g;) = xYM L(x“g;) > M L(x%g;) >, logo x"x%; >¢ x%¢; O



Definigao 3.2.9. A ordem monomial definida no Lema 3.2.8 € chamada de ordem em R*®
induzida por [ g1 ... Gs }

Teorema 3.2.10 (Teorema de Schreyer). Seja G = {g1,...,9s} C R™ uma base de Grébner
com respeito a uma ordem monomial > em R™. Os s;; formam uma base de Grobner para
o mddulo Sizigia M = Syz(gy,...,gs) com respeito a ordem monomial >g em R®.

Demonstragao. Observemos que S(g;,9;) = —S(9g;,9:), entao é suficiente considerar os s;;
para i < j somente. Seja entao ¢ < j, logo
mij

TL(gz')

TL>g(Sij) = &

na ordem >g. Pois, como ML( Y gi) = ML( Y g'> e 1 < j entao Yo_gié
) TL(g:) TL(g;)™ TL(g:)

T (” )5]‘. E visto que os a;; sao obtidos pelo algoritmo da divisao, dividindo

9j

S(gi, g;) por G, temos T'L~(S(gi,9;)) > T L~ (a;j,g;) para todo ! =1,...,s em R°. Contudo,

pela definigao de S-vetor,

maior que

1. (Fpisa) > TLa (5(0.9),

pois nos S-vetores héd a cancelacao dos termos lideres. Logo T(])Si ¢ maior que a;;.
gi

Mostraremos agora que {s;;;1 < i < j < s} é uma base de Grébner para Syz(gi, ..., gs)

com respeito a >qg. Seja f € M, pela Definicao de base de Grobner para submoddulos e

pela observagao 2.2.2 (pagina 23) precisamos mostrar que existem 4,7, 1 < i < j < s, tal

que ML(s;;) divide ML(f). Escrevamos f = Zhlsl onde by € R. Seja x* = ML(l)
=1

e ¢ = CL(ly). Note que ML(f) = x%¢, para algum r € {1,...,s}. Para esse r fixado,

definamos

S={le{l,...;s}; ML(x"g) = ML(x" g,)}.

Observemos que se [ € S, entao r <[, pela definigao de >¢. Definamos

f= Z ox“e.

les
Como f é uma sizigia de [ g1 ... Gs }, temos
Z ax®TL(g) = 0.
les
Dessa forma, f' é uma sizigia de [ TL(g1) ... TL(gs) ]. Note que o indice das coordenadas

nao nulas de f’ estdo em S, logo, pela Proposi¢ao 3 (submddulos monomiais gerados pelos
sigmas) temos que f’ pertence ao submédulo de R* gerado por

o Mg, Mgy
Oky = Ek —
my m,,

€, V1I<k<uv<s,



onde my, = M L(gx), m, = M L(g,) e my, = MMC(M L(gx), M L(g,)). Assim, temos que

b My, My,
kvOkv = &k — v |
my m,

kweS;k<v

para by, € R. Como ML(f') = ML(f) =x“¢, e r < j para todo r # j € S, vemos que

xre, = ML(f') = ML(brt)%sr,

r

m, m,
para algum ¢t € S, t # r. Visto que e, !

— W{;T = M L(s,;) para algum t € S, entao

ML(f") = ML(byy) M L(5,4).
Logo M L(s,) divide M L(f). O

Como vemos, os médulos Sizigia podem ser encontrado basicamente em dois passos, o
primeiro consiste em encontrar uma base de Grébner, G = {gi,...,gs}, para o submédulo
M C R™ (observemos que quando m = 1, M é um ideal de R), e o segundo passo consiste
em calcular um conjunto gerador pata Syz(gy,...,gs) usando o Teorema de Schreyer.

Exemplo 3.2.11. Seja M um submddulo de R* = (Q[z,y])® gerado por F = {fi, fa, f3, fa},
onde fi = (xy,y,x), fo = (2* + 2,y + 2% y), f3s = (—y,z,y) e f1 = (2%, z,y). Usaremos a
ordem lexicogrdfica em R com y > x e a extensio TSP com e; > ey > e3 em R®. Assim
podemos escrever

Ji = wyer +yes + ey

fo = wyes +yes + x%e; + a’ey + xE1

3 = —ye1+yesz+xes

fi = wyes + 2%e; + zes.

A base de Grébner reduzida para M é G = {g1, 92, g3, 94, g5, g6 } , onde

g = (42,22 —x,—1) =123 + 2%y + 1E] — TEY — TeEy;
g = (v,y+2%—1,0) =yes + 2%ey + wE, — TEY;
g3 = (y+a? 00)—y€1+$ €1;
g = (22 xy)—yeg-l—xel-i-:veg,
g5 = (22, ) =236y — 23 63 + 22eq;
5

(x
g6 = (x —2:1: —? + 2z, 2" —x — 323 + 2%+ 2x) =
T

Seq — x463 — 323e3 + 2261 — x%ey + x%e5 — 2xey + 2xey + 2xes.

Assim, podemos calcular S(g1,93), S(g2,95) € S(g4,gs) € assim obtermos

513 = (y+$2a_x2+$7 —x3—x,x,—1,0)
S5 = (2?4142, -2 —2% 23 y+ a2 —x—21)
s = (vt —a® —42® + 22 +4, 2% — 2x,

—2? 4+ 2z, -1 + 2t + 323 — 2% — 22,27 —x — 2,y + 2).



Que ordenando usando a ordem >¢g temos

s13 = yer—adey—atey—westwertre, +ate; —e;
So5 — —m?’ €9 +y€5 +SU3 €4 —Iz €3 —IL'2 &1 +(E2 85+€6 +xeq —XE€sy +281 —285
si = —aleqtyegtatey+3rd ey —at ez +atey —atey 2re5 —2w e,

—2x Eyq +£L‘4 &1 —{E3 €1 —41}2 151 +1’2 €x +2 €6 +2x 1 —TE€x +4 €1 —2 €5,

onde {e1,2,€3,€4,5,66} € a base canonica de R®.

3.3 Resolugoes Livres

Veremos nesta segao como a Base de Grobner, G = {g1,...,¢s}, de um submédulo M C
R™ e o seu médulo Sizigia, Syz(g, - .-, gs), pode nos auxiliar a calcular a Resolugao Livre de
M.

Definicao 3.3.1. Considere uma sequéncia de R-mdédulos e homomorfismos
o My 5 My 5 My — -
i. Dizemos que a sequéncia é exata em M; se ITm(p;, 1) = Ker(y;);
1. Dizemos que a sequéncia € exata se for exata em cada M;.
Observacao 3.3.2. Em particular temos que:
o M —25 N —0 ¢ exata <= ¢ : M — N ¢ sobrejetiva;
e 0 — M —25 N € exata <= ¢ : M — N € injetiva;

e ) — M — N —0 € exata <= ¢ : M — N ¢é um isomorfismo.

o 0— M- N Y5 P 50 ¢ crata < @ € injetiva, ¥ € sobrejetiva e i induz um
isomorfismo de Coker(¢) = N/@o(M) sobre P.

Exemplo 3.3.3. Dado um homomorfismo de R-mddulos ou um par de modulos, Q) e P, tal
que Q C P, obtemos sequéncias exatas associadas da sequinte maneira:

e Para qualquer homomorfismo de Modulos ¢ : M — N, temos uma sequéncia exata

0 — Ker(p) — M —5 N w>Coker(gp)—>O,

onde T : Ker(¢) — M ¢é a aplicacao inclusao e ¢ : N — Coker(p) = N/Im(p) € o
homomorfismo natural no modulo quociente;

e Se @ e P sao submddulos de um R-modulo tais que QQ C P, entdo temos uma sequéncia
exata
0—Q 2P —"5P/Q—0

onde o0 : Q — P € a aplicacao inclusao e v € o homomorfismo natural no mddulo
quociente.



Lema 3.3.4. Seja M um R-mddulo.

a. Escolher um elemento de M € equivalente a escolher um homomorfismo R — M.
b. Escolher t elementos de M ¢é equivalente a escolher um homomorfismo R' — M.

c. Escolher um conjunto de t geradores de M ¢é equivalente a escolher um homomorfismo
R' — M sobrejetivo (ou seja, a sequéncia R — M — 0 € exata).

d. Se M € livre com base finita, escolher uma base (isto €, um conjunto gerador que é
R-linearmente independente) com t elementos é equivalente a escolher um isomorfismo
R' — M.

Demonstracao.
a. Dado f € M, podemos tomar um homomorfismo de R-médulo ¢ : R — M, dado por
©(g) = gf, com g € R, satisfazendo ¢(1) = f, onde ¢(1) determina todos os valores de

v para todo g € R:
e(9) = ¢(g.1) = g.¢(1) = gf.

b. A escolha de t elementos em M pode ser vista como a escolha de ¢ homomorfismo de
R-modulos de R em M ou, equivalentemente, como a escolha de um homomorfismo de

R-médulos, de R! em M, de modo que, sendo e, ..., e, a base candnica de R?, temos
80(62) = fia 1€ {1, . 7t}
c. Seja M =< fi,..., fr >. Tomando o homomorfismo tal como vimos no item b, ou seja,

ole;) = fi, i € {1,...,t}, logo Im(p) = M, isto é, ¢ ¢é sobrejetiva.

d. Como M é livre com base finita, seja < fi,..., f; > uma base para M, logo, usando o
item ¢, p(ay,...,a;) = 0 se, e somente se, a; = 0, para todo i € {1,...,t}. Ou seja,
¢ injetiva, e assim, ¢ é um isomorfismo.

|

Vimos entao que podemos descrever um homomorfismo de R-mddulos, escolhendo apenas
elementos de um R-médulo M.

Definicao 3.3.5. Seja M um R-mddulo livre. Quando temos um conjunto gerador para M,
fi,---, ft, e um conjunto gerador para o mddulo Sizigia Syz(fi,..., f:), dizemos que temos
uma apresentacao para M.

Obtemos uma matriz de apresentacao para um moédulo M =< fi,..., f; >C R™,
organizando os geradores de Syz(f1,. .., f;) como colunas. Sendo

SYZ(fl, .. -;ft) =< gdi,---,3s >C Rt,

onde fi = (fir,--., fim) € 9 = (gj1,--.,9;t), parai € {1,...,m} e j € {1,...,t}, entdo a
matriz de apresentacao é
guii - Gsi
S (3.5)
git - Gst



Logo podemos formar uma sequéncia exata
s ¥ t ©
RR— R —— M — 0,

onde o homomorfismo 1 : R* — R' é dado pela matriz 3.5 e o homomorfismo ¢ é dado pela
matriz

(A ] (3.6)

Assim, temos que Syz(fi,...,f:) = ker(¢) = Im(¢). Ou seja, uma matriz de apre-
sentacao, nos informa uma apresentacao para M.
Vamos destacar oque vimos acima na seguinte observacao:

Observacao 3.3.6. Temos por ¢ da Proposicio 3.3.4 que escolher um conjunto de gera-
dores do médulo Sizigia corresponde a escolher um homomorfismo ¥ de R* em Ker(p) =
Syz(fi, ..., ft). Mas sendo ¢ sobrejetiva, temos Im(y)) = Ker(p), logo temos uma sequéncia
exata em RY,

RS R 25 M —0. (3.7)

Isso mostra que uma apresentacao para M é equivalente a uma sequéncia exata da forma
3.7. Observemos também que a matriz de v com relagao as base canonica de R* e R' é uma
matriz de apresentacao para M.

A seguir, veremos que todo R-médulo finitamente gerado tem uma apresentacao.

Proposicao 3.3.7. Seja M um R-mddulo finitamente gerado.

a. M tem uma apresentacao da forma R® YL R M 0.

b. M é a imagem homomorfica de um R-mddulo livre. Ou seja, se fi,..., fi € um conjunto
de geradores de M, entado M = R'/S, onde S € o submddulo de R' dado por S =
Syz(fi,..., fi). Alternativamente, se deixarmos a matriz A representar 1 em

RS RS 0,
entao AR®* =Im(¢)) e M = R'/AR®.
Demonstracao. Seja M =< f1,..., f >.
a. Sabemos que todo submdédulo de R! é finitamente gerado, em particular

SYZ(fl, ey ft) - Rt.

Logo podemos escolher um conjunto finito de geradores para o médulo Sizigia, e assim
pela Observacao 3.3.6, temos a sequéncia exata desejada.

b. Segue de a e da defini¢ao de Sizigia.

|



Exemplo 3.3.8. Seja [ =< 2* — x,2y,y*> —y >C R = klz,y] um ideal. Seja

A=[a:2—x Ty y2—y]

Y 0
B=| —2+1 y—1
0 —T

Considerando Syz(I) = Syz(z* — z, vy, y? — y) temos que:

e Se tomarmos os homomorfismos ¢ e 1, definidos pelas matrizes A e B respectivamente,
entao podemos construir a sequencia exata

R VSR P 0,

pois o produto de matrizes AB € igual a matriz zero 1 X 2, assim Im(¢) C Ker(yp). E
como

ker (90) =< (ya —x + 17 0)7 (y2 -y, 07 _x2 + I)7 (an - 17 —.’I)) >
e (Y2 —y,0,—2% + 1) €< (y,—x + 1,0),(0,y — 1, —x) >, temos que ker () C Im(z)),
logo, Im(v)) = Ker(p).

o Visto que os geradores de I, F = {fi, fo, f3}, formam uma base de Grébner usando a
ordem lexicogrdfica, pois

S(hif) = —wy = S L) =0
S(fi, fs) = (x—ylry = S(f17f3)F:0
S(fa, f3) = mwy = S(f2, f3) =0,

entdo podemos usar o Teorema de Schreyer(Teorema 3.2.10. Notemos que a;2 =
(0,-1,0), a13 = (0, — y,0) e ass = (0,1,0), assim s;2 = (y,—z + 1,0), s13 =
(y27 Yy —x, —$2) € S23 = (07y - 17 _x)'

Como (y*,y—x,—22) = y(y,—2+1,0) +2(0,y — 1, —x), entdo s13 €< S19, 523 > € com
isso, Syz(I) =< (y,—z +1,0), (0,y — 1, —x) >.

Logo, I = R3/Syz(I).

Seja M um R-médulo finitamente gerado pelo conjunto G. Tomando S; = Syz(G), temos
que S; também ¢ finitamente gerado, suponhamos agora pelo conjunto G, logo também po-
demos definir Sy = Syz(G1), que é chamada de segunda Sizigia, que também ¢é finitamente
gerada, suponhamos por um conjunto finito, G, logo podemos definir S = Syz(Gs) como a
terceira Sizigia, e assim por diante.

No Exemplo 3.3.8, hd uma relagao entre os geradores s;; de Syz(z* —z, zy, y*> —y), a saber

YS12 — S13 + TS93 = 0,

logo [ y —1 «x ]T € R? deve pertencer a segunda Sizigia.



A conexao entre um R-médulo M e suas Sizigias podem também ser formuladas em termos
de uma sequéncia exata de médulos e os homomorfismos dados pelas matrizes de apresentacao
de M e de cada médulo Sizigia de M. A ideia é simples, apenas repetimos a construcao
da sequéncia exata dando uma apresentacao. Por exemplo, iniciando da sequéncia vista na
Proposicao 3.3.7, correspondente a uma apresentacao para M, se também queremos conhecer
a Segunda sizigia, precisamos de mais um homomorfismo de R-modulos na sequéncia, a saber,

R Rr SR M,

onde agora a imagem de A : R — R*® é igual ao nicleo de ¢ (o segundo médulo Sizigia).
Continuando da mesma maneira para a terceira e superior sizigias, produzimos sequéncias
exatas longas. Acabamos assim construindo uma resolucgao livre de M. A definicao precisa
é a seguinte:

Definicao 3.3.9. Seja M um R-mddulo. Uma resolugao livre de M é uma sequéncia exata
da forma

® ® ®
o — B =3 F — F——M—0,

onde, para todo i, F; = R™ é um R-mddulo livre. Se existir um tal que Fi i1 = Fiio = ... =0,
mas F} # 0, entdo dizemos que a resolucao € finita, de comprimento . Em uma resolu¢ao
finita de comprimento [, geralmente escrevemos a resolu¢ao como

O—FH—>F1—...—F —F—M-—0.
Exemplo 3.3.10. Considere a apresentacao
R R 2510

para [ =< 2% — z,2y,y* —y > em R = k[z,y|, como visto no Exemplo 3.3.8. Jd sabemos
que o primeiro modulo Sizigia,

S = SyZ(;UQ - x)'ry?yZ - y) =< (y7 —T+ 17 0)7 (O?y - 17 _x) >C R37
e o sequndo modulo Sizigia,
Sl = Syz((y, —T + 17 0)7 (an - 17 _33)) = {0} - R27

sao mddulos livres, onde {(y, —x+1,0),(0,y—1,—x)} € uma base de Grébner para S. Como
resultado, podemos estender a sequéncia acima para a sequéncia exata

0— RSy RE 251 0,

onde ¢ € Y sao os homomorfismos dados pelas matrizes

Y 0
(22 =2 2y y*—y]e | —o+1 y—11|,
0 -

respectivamente.



E de acordo com a definicao de resolugao livre dada acima, estd € uma resolucao livre de
comprimento 1 para I.
Agora, se tomarmos o primeiro modulo Sizigia sendo gerado por sis, S13 € So3, 0U Seja,

S = SyZ($2 -, CC’y7y2 - y) =< (y7 —T + 17 0)7 (y27 —T + Y, _'T2)7 (0: y— 17 _'T) >C R37

que também € uma base de Gréobner para S, temos que o sequndo modulo Sizigia possui um
gerador nao-nulo, ou seja,

S = Syz(< 812,513, 593 >) =< (y, —1,2) > C R,

onde < (y,—1,x) > é uma base de Grébner (obtida usando o Teorema de Schreyer) para Sy,
logo, podemos tomar a terceira sizigia,

Sy = Syz((y, —1,2)) C R,

e assim, podemos estender para a sequéncia exata

0— R R USRS 251 o,

onde p, 1 e A sao os homomorfismos dados por

Y Y 0 Y
[2?—2 2y -y ], | —2+1 —a4+y y—1|e| —1],
0 —z? —x x

respectivamente.
Neste caso temos uma resolugao livre de comprimento 2 para o mesmo submaodulo.

Proposicao 3.3.11. Em uma resolugdao livre finita

@, Pr—1 Pr—2 ® L4
0— F, -5 F_,4 y [y — Fy —+ M — 0,

temos que Ker(yp,_;) € um mddulo livre. Por outro lado, se M tiver uma resolugdo livre na
qual Ker(p,_y) € um mddulo livre para algum 1, entao M tem uma resolugao livre finita de
comprimento [.

Demonstrag¢ao. Observemos primeiramente que ¢; € injetiva, assim se temos uma resolugao
livre finita de comprimento [, entao Im(y,) = ker (¢;_;) é um médulo livre.
Reciprocamente, se ker (¢;_;) é um mdédulo livre entao a resolucao parcial

0
Foy S Ry —s . — Fy 225 M — 0

pode ser completada para uma resolucao finita de comprimento [

")

00— F 2 R S By — . — Fy 2 M — 0,

tomando F; como sendo ker (i, ;) e ¢, a aplicagao inclusao. O



Observacao 3.3.12. O Teorema de Schreyer (3.2.10) forma a base de um algoritmo para
encontrar os homomorfismos de R-modulos em uma resolugao livre.

Pode-se perguntar se sempre existira resolugoes livres finitas, vejamos o exemplo abaixo.

Exemplo 3.3.13. Sejam R = k[z]/ < 2? > e M =< T >C R. Tomemos o homomorfismo
¢ : R — M dado pela multiplica¢ao por z. Observemos agora que ker (¢) =< & >= M,
pois T2 = 0. Observemos também que toda resolucdo livre de M ¢é infinita e da forma

P REZyR LS R-2Zs M — 0.

Visto que, caso contrdrio, existiria uma resolucao livre finita de M de comprimento |

® ® ® ®
0—R——" ... 23R R M —0,

onde ¢, = ¢ e ker(¢;) = {0}. Assim, como ker (p;) = Im(p,,q), i € {0,...,1 — 1},
temos ¢; = @, para todo j € {0,...,1l}, e assim ker (¢;) =< T >, contrariando o fato
de ker (¢,) = {0}. Portanto, toda resolugdo livre de M ¢é infinita.

Vemos assim que nem sempre poderemos obter uma resolugao livre finita.

3.4 Teorema Sizigia de Hilbert

Na secao passada vimos que dado um R-mddulo, nao podemos afirmar que o mesmo
possuira uma resolugao livre finita, como vimos no Exemplo 3.3.13. Mas quando consideramos
R o anel de polinomios em n varidveis sobre um corpo k, R = k[x], a situa¢ao, como veremos,

é melhor.
Para enunciarmos o proximo lema, seja G uma base de Grobner para um submédulo M C
R' e organizemos os elementos de G' de forma a ter uma s-upla ordenada G = {g1,...,9s}

tal que, se T'L(g;) e TL(g;) contém o mesmo vetor da base canonica e, e ¢ < j, entdo
ML(g;)/ex >1ex M L(g;)/er, onde >, é a ordem lexicografica em R com x1 > ... > x,.

Lema 3.4.1. Se as varidveis 1, ...,x,, nao aparecem nos termos lideres de G, entao as
varidveis Ty, ..., T,y ndo aparecerdo nos termos lideres de s;; € Syz(G) usando a ordem
>q definida no Lema 3.2.8.

Demonstragao. Vimos na demonstracao do Teorema de Schreyer (3.2.10) que
_ My
TL(g;)

onde m;; = MMC(T'L(g;),TL(g;)) e € é um vetor da base canonica de R°. Como sempre,
é suficiente considerar somente os s;; tais que T'L(g;) e T'L(g;) contenham o mesmo vetor
candnico e, em R’ e i < j. Pela hipStese da ordenagao dos elementos de G, M L(g;)/er >iex
ML(g;)/er. Como w1, ..., 2, nao aparecem nos termos lideres da base de Grobner G, entao
podemos escrever

TLs(si5) €, (3.8)

ML(g;)/ex = a8 1ni € ML(g;)/ex = a0, i,

onde a > b, e n;,n; sao monomios em R contendo somente as variaveis Tp,4o,...,%,. Mas
entdo, MMC(T'L(g;), TL(g;)) contém ¢, .4, e por 3.8, T'L-,(s;;) ndo contém 1, ..., Tpq1.
O



Exemplo 3.4.2. Seja M o submddulo de R* = (Q[z,y])® do Ezemplo 3.2.11. Sabemos
que {91, 92, 93, 91, 95, g6 } forma uma base de Gréobner usando a ordem TSP em R®, com
e1 > ey > ez e com a ordem lexicogrdfica em R, com y > x, onde

g = (P+x,2* -2, —1)

g = (z,y+2*—1,0)

gs = (y+x2,0,0)

g4 = (.T2,56,y)

g = (22,25, —ab)

g6 = (22 —2x,—2%+ 2z, 2% —2* — 32% + 2% + 22).

g1 = (y + 33'2, 07 0)
g = (¥4 x,2% -2, —1)
g3 = (.T,y+£€2—$,0)
g = (22 2% —a%)
g5 = (xQ; x, y)
g = (2% —2x,—2%+2z,2° — 2* — 323 + 2% + 21),
onde
TL(gl) = Y&
TL(g:) = e
TL(93) = Yye
TL(94) = 2
TL(Qs) = yes
TL(gs) = a°es.
Temos agora as Sizigias
s;g = (342, —y—2% 2 —2,1,—1,0)
sy = (2t —x—2,2% —y—2?+x+2,—2% 1)
ss¢ = (22 —2x, —2* + 23 + 4a? — 20 — 4, —2? + 2z,

2+ +2,2°% — 2t — 323 + 2% + 22, —y — 2).

Usando a ordem >g temos
TL(812) = 1‘3 &1
TL(834) = 1’3 €3
TL(S56) = Cl75 €5 .

Observemos que a varidvel y nao aparece nos termos lideres das Sizigias.

Teorema 3.4.3 (Teorema Sizigia de Hilbert). Seja R = k[x|. Todo R-mddulo finitamente
gerado possui uma resolucao livre finita de comprimento no mdximo n.

Demonstracao. Como M é finitamente gerado como um R-mddulo, temos pela Observacao
3.3.6 uma apresentacao para M da forma 3.7. Ou seja,

5 Fy— M — 0, (3.9)



correspondendo a escolha de um conjunto gerador {fi,..., f.,} para M, e uma base de
Grébner Gy = {g1,..., 9~} para Syz(fi,..., fr,) = Im(py) C Fy = R™ (com uma ordem
monomial fixada em Fjy). Podemos assumir que as bases de Grobner que obtivermos sao
sempre reduzidas. Assim, ordenemos Gy como no Lema 3.4.1 e apliquemos o Teorema de
Schreyer para calcular a base de Grobner Gy para o médulo Syz(Gy) C Fy = R™ (usando a
ordem >¢). Pelo Lema 3.4.1 novamente, pelo menos x; nao estara em G;. Além disso, se a
base de Grobner (G; contém ry elementos, entao obtemos a sequéncia exata

Fy —25 ) -2 Fy —s M — 0,

com Fy, = R™ e Im(p,) = Syz(G;). Agora podemos repetir o processo fazendo ¢, : F; —»
F;_1, onde Im(yp;) = Syz(G;_1) e G; C R" é uma base de Grobner para Syz(G;_1).

Observemos que em cada etapa, ordenamos GG; como na hipdtese do Lema 3.4.1. Assim, o
numero de varidveis presente nos termos lideres dos elementos das bases de Grobner obtidas,
diminui a cada etapa, entao, apés | < n etapas, os termos lideres de cada elemento da base
de Grobner G sao da forma ey, para algum s € {1,...,r;}. Até esse momento estendemos a
sequéncia 3.9 para

2SR, 22 2R P By — M — 0. (3.10)

Suponhamos que G; = {hq, ..., h,}, observemos agora que se e, é o termo lider de algum
elemento h; € Gy, entao e, é o termo lider de exatamente um elemento de G;. De fato, caso
existissem h;, h; em G, tal que TL(h;) = TL(h;) = es, com i < j, entdo existe h; € G
tal que ML(h;) €< TL(G, — {h;}) >, contrariando o fato de G; ser uma base de Grébner
reduzida. Tomando o homomorfismo

¢:kv—>Gl

tal que ¥ (ay,...,a,) = athy + ...+ a,h,, onde (ay,...,a,) € k¥, temos que Syz(G,;) = {0}
e G; = kY, ou seja, G; é um mdédulo libre. Assim, tomando F; = G, temos que ker (¢;_;) =
Im(¢p;) é um mdédulo livre, entao pela Proposicao 3.3.11 podemos estender a sequéncia 3.10
para a

00— -5 F, -2 2y -2 F)— M —0. (3.11)

Portanto obtemos uma resolugao livre de comprimento [ < n. O

Exemplo 3.4.4. Seja I =< g1,¢2,93 >C R = klz,y, z,w] um ideal tal que g, = zz — y?,

go = xw — Yz e g3 = yw — z2. Usando a ordem lexicogrdfica graduada reversa, S(gi,g2) =

~yg3, S(g1,93) = 2>q1 — y*gs € S(g2,93) = 291, ou seja, {g1, 92,93} € uma base de Grobner
para I. Pelo Teorema de Schreyer, temos que

S12 = wej; — zey + yes
s13 = ywe; — xzes + yles — 22e;
S93 = Y€g — T€3 — 2€1

formam uma base de Grébner para Syz(gi, g2, gs), onde {ey1, e, e3} € a base canonica de R3.
Notemos que s13 = yfi + zfs e que {s12,S23} forma uma base de Grobner reduzida para
Syz(g1, g2, g3). Assim, temos a resolugao livre

0— R? 2R 150,



onde ¢y : R — I € tal que po(f1, f2, f3) = figr + fags + fags, com (fi, fo, f3) € R® e
¢, : R? — R3 ¢ tal que py(hy, hy) = hyS12 + hosas, com (hy, hs) € R2.

Exemplo 3.4.5. Seja M =< 2° —yw? yz — 2w, y> — 22

2,122 — y?*w >C R um ideal, onde
{23 —yw?, yz — 2w, y® — 222,222 — y*w} € uma base de Grébner para M. Calculando as
sizigias usando a Proposi¢cao 3.2.6 e usando a ordem dada pelo Lema 3.2.8, temos o mddulo

sizigia Syz(M) =< g1, g2, g3, g >= M, tal que

g1 = —Tep +yweg + zey
go = —xzep+ wes+ yey
g3 = —2%ey —wey +ye;
gs = —zes—xeq+ yles,

onde {ei,eq,e3,e4} € a base candnica de R* e {g1, 92, 93,94} uma base de Grobner para

Syz(M).
De forma semelhante, encontramos a sizigia de My, assim Syz(M;) =< hy >= M,, onde
hy = —zeqy + xes — wey + yey. Logo, temos a resolucdo

0— Ry L R 20 M — 0,

onde, @y, P, € Py Sao dadas por

o= 22—y ys—aw Y —a?z x2?—ylw ],
—x 0 Y 0
o yw —rz =27 P
LT 0 w0 -2
Yy —w —x
e
Yy
] -2
P2 = o
—w

3.5 Resolugoes Graduadas

Estenderemos agora o estudo feito nas Secoes 3.3 e 3.4 para Mddulos Graduados.
Denotaremos por R; = k[x]; os polinomios homogéneos em R de grau total s, juntamente
com 0.

Exemplo 3.5.1. Seja R = k[z,y, 2], entio 1 € Ry, vy —yz € Ry, 2?2+ 13> —y2*> € Rz e
27y — 2% € Ry.

Definigao 3.5.2. Um mddulo graduado sobre R é um mdédulo M com uma familia de sub-
grupos {M, : t € Z} do grupo aditivo M satisfazendo as sequintes propriedades:

M =P M;;

teZ

a. Como grupos aditivos,



b. A decomposicao de M na parte a é compativel com a multiplicacao por elementos de R
no sentido de que RysM; C M.y para todo s > 0 e todo t € 7.

Os elementos de M, sio chamados de elementos homogéneos de grau t.

Sendo M um R-moddulo graduado, entdao qualquer elemento f € M pode ser escrito de

maneira Unica como uma soma E ft, onde f; € M, para todo t € Z, e todos, exceto um

teZ
numero finito de f;, sdo 0. As componentes f; nao nulas sdo chamadas de componentes

homogéneas de f.
Notemos que M; é um modulo sobre o subanel Ry = k C R, assim, ele é um k-subespaco
vetorial de M. Se M ¢ finitamente gerado, os M; tem dimensao finita sobre k.

Exemplo 3.5.3. Sendo R = k[x], entao R é um R-mddulo graduado, definindo Rs como
acima, ou seja, R = @ R,.

s>0

Lembremos que um ideal é homogéneo se dado f € I, os componentes homogéneos de f
estao todos em I.

Exemplo 3.5.4. Seja [ =<y —x* >C k[x,y]. Os componentes homogéneos de f =y — x*
sio fi =y e fo = —x%. Notemos que nenhum desses polinémios estd em I, logo I nao é um
1deal homogéneo.

Algumas propriedades importantes dos ideais homogéneos sao resumidas a seguir.
Seja I C k[x] um ideal. Entao sao equivalentes:

[. I é um ideal homogéneo;
II. I =< fi1,...,fs >, onde f; s@o polindmios homogéneos;

ITI. Uma base de Grobner reduzida para I (com respeito a qualquer ordem monomial)
consiste de polindmios homogéneos.

(Mais detalhes em [4], Teorema 2 do Capitulo 8, se¢ao 3)

Sendo I um ideal homogéneo, temos que I tem uma estrutura de moédulo graduado fazendo
I, =IN Ry, parat > 0 (esse é o conjunto de todos os elementos homogéneos de grau total ¢
em I, junto com o 0) e I; = {0} para t < 0. Assim, [ = @It e R, C Iy, consequéncia

teZ
direta da definicao de um ideal e as propriedades de multiplicagao de polinémios.

Observemos que (R™); = (R;)™, assim os mddulos livres R™ também sdo médulos gradu-
ados sobre R. Chamamos isto de uma estrutura canonica de modulos graduados sobre R™.
Podemos assim escrever

R™ = (@Rtlel> D...d (@ Rtmem> .

1120 tm=>0

Proposicao 3.5.5. Seja M C R™ um submddulo. Entao sao equivalentes:



a. A graduacao canonica em R™ induz uma estrutura de modulo graduado sobre M, dado
por My = (Ry)™ N M, o conjunto de elementos em M onde cada componente é um
polinomio homogéneo de grau t, t > 0;

b. M =< fi,..., f, >C R™, onde cada f; € polinomios homogéneos de grau d;;

c. Eziste uma base de Grobner reduzida (usando qualquer ordem monomial em R™) con-
siste de polinomios homogéneos.

Demonstracao.

e (a = b) Ja que, R™ é Noetheriano, M é finitamente gerado. Suponhamos que M =<

hi,...,hsg >, como M tem estrutura de médulo graduado, ou seja, M = @ M;, entao
>0

t;
j=1

onde cada h;; pertence a algum M, isto é, os h;; sao polinomios homogeéneos. Seja M’
o médulo gerado pelos h;;, logo M C M'. Por outro lado M’ C M, pois cada h;; €
M, C M. Portanto M = M’'. Enumerando os h;; de 1 a r temos M =< fy,..., f, >.

o (b= c) Seja F'={f1,..., f.}, entdo, dados f;, f; € F, observemos que S(f;, f;) é um
polinomio homogéneo, assim pelo algoritmo de Buchberger temos uma base de Grobner
para M formada por polinomios homogéneos, G = {g1, ..., gs}. Para obtermos a base
de Grobner reduzida, notemos que:

i. Se CL(g;) = ¢ # 1 entdao multiplicamos g; por ¢, i € {1,...,s};

t;
ii. Se algum termo de ¢g; = Zgij pertence a < TL(G — {¢;}) >, entdo g;; =
j=1
tij
ZaijkTL(gk), com k € {1,...,s} —{i} e a;;5 € R™. Pela igualdade de po-
k=i
linémios, e como o grau total de g;; é d; (pois g; é um polinémio homogéneo de
grau d;), entdao, o grau total do resto da divisdo de g; por G — {g;} é d; ou 0.
Assim podemos dividir g; por G — {g¢;} e teremos que o resto, r;, terd grau d; se
for diferente de zero, e assim o acrescentamos a G — {g;}.

Logo, temos uma base de Grobner reduzida constituida de polinémios homogéneos.

e (c=a) Seja G ={g1,...,9s} uma base de Grobner reduzida para M, onde cada g; é
um polinémio homogeéneo de grau d;. Seja G; o k-subespago vetorial gerado por g;, e
fazendo

M, =3 Ri-4Gi
i=1

Temos que M = @ M, onde os M, sao grupos aditivos, e RsM; C M, ;. Além disso,
t>0
M; = (R)™ N M e concluimos a demonstracao.



|

Definicao 3.5.6. Se M ¢ um mddulo graduado e N é um submaodulo de M, entao dizemos
que N € um submdodulo graduado se o subgrupo aditivo Ny = My NN para cada t € Z, define
uma estrutura de modulo graduado em N.

Dada uma colecao de médulos graduados My, ..., M,,, podemos produzir a soma direta
N=M®®&...® M, tazendo Ny = (M1); ® ... ® (M), definindo assim uma estrutura de
modulo graduado em N.

Se N C M é um submodulo graduado de um médulo graduado M, entao o anel quociente

M/N também tem uma estrutura de médulo graduado, definida pela colegao de subgrupos
aditivos (N/M); = My/N, = M, /(M; N N).

Proposicao 3.5.7. Sejam M um R-mddulo graduado e d um inteiro. Defina M(d) a soma
direta

M(d) = @ M(d)s,

tez
onde M(d); = Mgy Temos que M(d) é um R-mdédulo graduado.
Demonstragao. Observemos que os M(d); = My, sdo grupos aditivos e que R,M(d); =

RMgyt C Myigre = M(d)sit, para todo s > 0 e todo t € Z, assim pela Defini¢ao 3.5.2,
temos que M(d) é um R-mdédulo graduado. O

Os médulos (R™)(d) = R(d)™ sao chamados de mddulos livres graduados deslocados (ou
torcidos) sobre R. Os vetores ¢; da base canonica de R™ formam uma base para o médulo
R(d)™, mas eles sdo agora considerados elementos homogéneos de grau —d na graduagao
(iremos em alguns momentos denota-los por e; %, parai € {1,...,m}), visto que R(d)_q = Ry,
ou seja,

R(d)™ = R(d)e7? @ ... ® R(d)e;? = (@ R(d)tlel‘d> ®...0 (@ R(d)tme,;d> .
t1>0 tm >0
Exemplo 3.5.8. Sejad =3 em =2, logo
R(3)? = (@ R(3)t16f3) ® (@ R(3)t262—3> .
t1>0 t2>0

Visto que R(3)y, = R34+, assim

t, = -3 = R3_3€1_3 = R061_3 = R/_3

t1 = -2 — R3_2€1_3 = R161_3 = R/_2

t, = -1 = R3_1€1_3 = R2€1_3 = Rl_l

t, = 0 = R3+06I3 = R3€I3 = R6 (312)
ti, = 1 — R3+161_3 = R461_3 = Rll




Analogamente para ty, temos

ty = -3 = R3_3€2_3 = R0€2_3 = R/i3

ty = -2 — R3,2€2_3 = R 62_3 = R/LQ

ty = -1 = R3_1€2_3 = R2€2_3 = Rlil

th, = 0 = R3+062_3 = R3€2_3 = g (313)
— R3+1 62_3 = R462_3 = Rlll

o = 1

Logo R(3)* = (@ R’Sl> @ (@ ng’2> , onde os R, e R, , sio definidos como em 3.12
5120 5220

e 3.13.

Para simplificar, omitiremos os ¢;, ou seja,
R(d)™ =R(d) & ...® R(d).
Do mesmo modo podemos considerar modulos livres graduados deslocados da forma
R(dy)&®...® R(dy)

para qualquer m-upla de inteiros di,...,d,,, onde os vetores e¢; da base canodnica sao ho-
mogéneos de grau —d; para cada 1.

Definicao 3.5.9. Seja M, N mddulos graduados sobre R. Um homomorfismo ¢ : M — N
¢ dito um homomorfismo graduado de grau d se p(M;) C Nyirq para todo t € Z.

Exemplo 3.5.10. Suponha que M é um R-mddulo graduado gerado pelos elementos ho-
mogéneos fi, ..., fm de graus di, ..., d,,, respectivamente. Entdao temos um homomorfismo
graduado

¢:R(—d))®...® R(—dy,) — M

que envia os elementos da base canonica e; em f; € M. Jd que e; tem grau d;, seque que ¢
tem grau zero.

Outro exemplo de homomorfismo graduado é dado por uma matriz A,,., cujas entradas
sao polinomios homogéneos de grau d no anel R. Entao A define um homomorfismo graduado
v de grau d pela multiplicacao de matriz

p: R — R,
f — Af.

Também podemos considera A definindo um homomorfismo graduado de grau zero do
modulo graduado deslocado R(—d)P para R™. Da mesma forma, se as entradas da j-ésima
coluna sao polinomios homogéneos de grau d;, mas o grau varia com a coluna, entao A define
um homomorfismo graduado de grau zero

R(—dy)®...® R(—d,) — R™.



Ainda mais geral, um homomorfismo graduado de grau zero
R(—d))®...® R(—dy,) — R(—c1) @ ...® R(—cp)

¢ definido por uma matriz A,,», onde as entradas a;; € R sao homogéneas de grau d; — ¢;
para todo 7, j. Chamaremos a matriz A satisfazendo esta condicao para alguma colecao d;,
de graus de colunas, e alguma colecao c;, de graus de linhas, uma matriz graduada sobre R.

A razao para discutimos matrizes graduadas é que elas aparecem nas resolucoes livres de
modulos graduados sobre R.

Exemplo 3.5.11. Consideremos a resolugao do ideal homogéneo
M =< 2 —yw? yz — aow, y® — 2%z, 22* — y*w >
em R do Exemplo 3.4.5. M € a imagem do homomorfismos graduado de grau zero
R(=3)® R(-2) ® R(-3)*> — R.

Observemos que
—x 0 Y 0
o yw —z =27 P
AT 0 w0 —z
z y —w -
(onde as colunas geram o mddulo sizigia, Syz(M)), define também um homomorfismo gra-

duado de grau zero
R(—4)* —2— R(=3) ® R(—2) @ R(—3)%.

Notemos que d; = 4, j = {1,2,3,4}, c1 = c3 = c4 = 3 e co = 2 na notagdo acima, entio
todas as entradas das linhas 1, 3 e 4 da matriz de ¢, sao polinomios homogéneos de graus
4—3=1 e os dalinha 2 sao de grau 4 —2 = 2.

Definigao 3.5.12. Seja M um R-modulo graduado. Uma resolugdo graduada de M € uma
resolugcao da forma
e B2 B By M 0,

onde cada F; é um mddulo graduado livre deslocado R(—dy) & ... & R(—d,) e cada homo-
morfismo ¢, € um homomorfismo graduado de grau zero (de modo que o0s ¢, sao dados por
matrizes graduadas como definidas acima).

Teorema 3.5.13 (Teorema Sizigia de Hilbert Graduado). Seja R = k[x]. Entao todo R-
modulo graduado finitamente gerado tem uma resolugcao graduada finita de comprimento no
maximo n.

Demonstragao. A demonstragao é andloga a do Teorema Sizigia de Hilbert (Teorema 3.4.3),
com algumas pequenas mudancas. Usaremos a Proposicao 3.5.5 sobre M, para termos uma
base de Grébner reduzida formada por polinomios homogéneos {gi,...,¢:} e mostraremos
que a base de Grébner do moédulo Sizigia de M, obtida usando o Teorema de Schreyer
(Teorema 3.2.10), é também um submédulo graduado do médulo livre graduado deslocado
R(—dy) @ ... ® R(—d;) formado por polinémios homogéneos.



Observemos entao que dados g;, g; € {g1,...,0s}, 1 <i < j <s, temos

m;; m;;
S(9i9) = 7779~ 79
929) = Trig) ” TL{g)" (3.14)
= IMy;g; — M. g5,
onde m;; = MMC(T'L(g;),TL(g;)), m;j, = M omy, = 2 gt que {g1,...,9s}
’ O TL(g) Y TL(gy) Y
é uma base de Grobner reduzida formada por polinomios homogeéneos de graus d, ..., d;,

respectivamente, entao my;j;, tem grau d;; — d; e my;; tem grau d;; — d;, onde d;; é o grau de
m;;. Sendo g = g, + ...+ gk, » k € {1,..., s} e estendendo 3.14 temos

S(9i,95) = mij.gi, + .. + My, — (My,95, + ...+ my;,g95 ), (3.15)

onde cada termo da soma de 3.15 tem grau d,;, logo S(g;, g;) é um polinémio homogéneo de
grau total d;.
Visto que, pelo Critério de Buchberger, S(g:,gj) = @ij1g1 + - . . + Gij:gr, entao o grau total
de ajji, € d;j — dj, assim
aij = aijle‘lh + ...+ aijteft

¢ um polinomio homogéneo de grau total também d;;, onde e‘lh, cee eft ¢é a base canonica de
R(—dy) @ ...® R(—d,).
Portanto . m
Sij = Y U e?j — Qjj

TL(g:) *  TL(g5)

_ dy J d1 dt
= mijiel — mijjej — (aijlel + ...+ aijtet )

sao polinomios homogéneos.

Exemplo 3.5.14. Do Exemplo 3.4.5, observemos que podemos ter a resolucao graduada

0 — R(=5) —2— R(—4)* —=— R(-3) ® R(—2) ® R(—3)> 2> M — 0,

onde py, 1 € @y sao homomorfismo graduados de grau zero.
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BASE GROBNER: NOCOES E APLICACOES

Neste livro estudaremos a teoria das bases de Grébner no anel de
polindmios em varias variaveis sobre um corpo k € no moédulo livre
sobre k. Veremos também como aplicar essa teoria para determinar a
dimensao de um ideal e calcular o modulo Sizigia e uma resolucao livre
de um submodulo M. Também, usaremos a teoria para demonstrar
o Teorema Sizigia de Hilbert, e apos isto estenderemos para modulos
graduados, usando ainda a teoria das bases de Grébner.
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